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Resumen
El estudio de las termodina´mica de agujeros negros ha sido objeto de constante ana´lisis;
las transiciones de fase de los agujeros negros se ha obtenido por medio de la capacidad
calor´ıfica. En la actualidad la propuesta desarrollada por Hernando Quevedo ha formalizado
el estudio de la termodina´mica introduciendo un factor geome´trico que ha cobrado relevan-
cia en el contexto de la relatividad general y los agujeros negros, pues adema´s de hallar
transiciones de fase con la capacidad calor´ıfica se han logrado relacionar las singularidades
de escalar de curvatura R con las transiciones de fase que puedan existir en dichos sistemas.
El v´ınculo entre la termodina´mica y la geometr´ıa desarrollada por Quevedo se conoce como
geometrotermodina´mica GTD, donde la invarianza de Legendre juega un rol fundamental
pues la escogencia adecuada de la me´trica asegura resultados o´ptimos en el estudio. En
este trabajo se aplica la GTD al agujero negro de Kerr AdS y Kerr-Newman AdS, con la
contante cosmolo´gica como variable termodina´mica, donde los potenciales termodina´micos
nos premiten calcular la capacidad calor´ıfica y las transiciones de fase que ocurren en estos
sistemas para ser comparadas con las singularidades obtenidas con escalar de curvatura R.
Los resultados obtenidos nos llevan a concluir que la constante cosmolo´gica como variable
termodina´mica no produce cambios en las transiciones de fase, tal y como se esperaba.
Palabras clave: Agujeros Negros, termodina´mica, geometr´ıa diferencial, relatividad gen-
eral, Kerr, Kerr-Newman, constante cosmolo´gica.
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Abstract
The study of thermodynamics of black holes has been constant alalisis object; the phase tran-
sitions of black holes has been obtain trought the heat capacity . At present, the proposal
developed by Hernando Quevedo has formailzed the study of thermodynamics by introduct-
ing a geometric factor that has gained importance in the context of the general relativity
and black holes, as well as finding a phase transitions with a heat capacity has been achieved
related the singularities of the curvatur escalar R with a phase transitions that may exist
in such systems. The link between thermodynamics and geometry developed by Quevedo
called GTD, where the Legendre invariance plays a fundamental rolle as the proper choice of
the metric ensures optimum results in the study. This paper applies the GTD to AdS Kerr
black hole and Kerr-Newman AdS with cosmological constant like thermodynamic variable,
where the thermodynamic potential allow calculate the heat capacity and phase transitions
that occur in these systems to be compared with the singularities curvature obtained with
scalar curvature R. The results obtained we have concluded that the cosmological constant
like thermodynamics variable no produce changes in phase transitions, like we have hoped.
Keywords: Black Holes, thermodynamics, differential geometry, general relativity, Kerr,
Kerr-Newman, cosmological constant.
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1. Introduccio´n
La termodina´mica es una de las partes de la f´ısica cuya formulacio´n ha sido un trabajo
complejo y de muchos an˜os, las ecuaciones y leyes que la explican se han obtenido a trave´s
de experimentos y conclusiones deducidas del constante trabajo aplicado. Sin embargo, la
termodina´mica a diferencia de otras a´reas como la meca´nica anal´ıtica, la meca´nica cua´ntica o
la relatividad, an no tiene un formalismo matema´tico general; las leyes de la termodina´mica
que fueron obtenidas a trave´s de experimentos o el trabajo sobre ma´quinas desarrollado
en la e´poca Kelvin y Clausius, que con el paso del tiempo fueron establecidas junto con
la ecuacio´n fundamental de la termodina´mica. Aunque la meca´nica estad´ıstica resuleve los
inconvenientes relacionados con el formalismo matema´tico, es la termodina´mica y sus pro-
cesos experimentales, junto con las leyes que la describen el puente a trave´s del cual hemos
comprendido los conceptos ba´sicos y de uso cotidianos como temperatura, calor, entrop´ıa,
eficiencia, entre otros.
La geometr´ıa diferencial como base para el desarrollo de la geometrotermodina´mica (GTD),
ha conseguido establecer una fuerte relacio´n entre la geometr´ıa y la f´ısica asociada a un sis-
tema termodina´mico. El proceso es relativamente simple; se establece un conjunto de coor-
denadas en el espacio de fase termodina´mico τ que es una variedad descrita por la 1− foma
de Gibbs Θ; el par (ΘG, τ) constituyen una estructura de contacto. El espacio de estado
de equilibrio termodina´mico ε como una subvariedad de τ , contiene la informacio´n f´ısica
del sistema. Se asocia al espacio de fase τ una me´trica G invariante de Legendre que es
independiente del potencial termodina´mico usado y que tambie´n induce una me´trica g en
el espacio de estado de equilibrio termodina´mico ε. Con la me´trica g se ca´lcula el escalar
de curvatura y se estudian las posibles transiciones de fase del sistema en relacio´n. Es el
ca´lculo paralelo de la capacidad calorfica la que nos puede indicar si el escalar de curvatura
esta dando informacio´n acerca de las transiciones del sistema termodina´mico, con la certeza
de que la me´trica G escogida halla sido la adecuada.
La propuesta de Quevedo [4] ı´ndica que las transiciones de fase podran ocurrir cuando el
escalar de curvatura R es singular. Como en termodina´mica ordinaria, cerca de los puntos
de transicio´n de fase se pierde el equilibrio termodina´mico, los puntos singulares en R po-
dran indicar los puntos cr´ıticos donde la descripcio´n geome´trica de la GTD da lugar a una
aproximacio´n mas general [34].
El formalismo de la GTD ha sido aplicado a sistemas termodina´micos cla´sicos como el gas
ideal o el gas de Van der Waals [4, 29] en el que se ha calculado la capacidad calor´ıfica y el
escalar de curvatura con resultados positivos. Igualmente se han desarrollado ca´lculos para
el agujero negro de Reissner-Nrodstro¨m, Kerr, Kerr-Newman, Schwarszchild AdS con el cual
se probaron varios potenciales termodina´micos y me´tricas en espacio de estado de equilibrio
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termodina´mico[35]. En este trabajo se realiza la aplicacio´n de la GTD al agujero negro de
Kerr-AdS [19] y Kerr Newman AdS para analizar el comportamiento del escalar de curvatura
con constante cosmolo´gica negativa, al tiempo que se calcula la capacidad calor´ıfica, con el
fin de comparar ambos resultados.
Las coordenadas asociadas a los agujeros negros de Kerr y Kerr-Newman estan dadas por
la masa M , la carga Q, el momento angular J y por u´ltimo la constante cosmolo´gica Λ que
en este caso se tomar como una variable termodina´mica mas. Se espera que con la GTD
aplicada sobre los agujeros negros de Kerr y Kerr-Newman, los resultados obtenidos a partir
del ca´lculo del escalar de curvatura y sus correspondientes capacidades calor´ıficas, muestren
las posibles transiciones de fase y la constante cosmolo´gica no genere transiciones nuevas.
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2. Geometr´ıa Diferencial en Breve
2.1. 1-Formas
En este capitulo se presentan los conceptos necesarios para definir las 1− formas dentro de
la cual se enmarca el desarrollo de la geometrotermodina´mica.
2.1.1. Espacios Topolo´gicos
Definicio´n 1.1
Un espacio topolo´gico τ es una pareja (T ,A), con T un conjunto y A una familia de sub-
conjuntos de T , llamados los abiertos que satisfacen [1]:
• ∅, T ∈ A es decir, el vac´ıo ∅ y todo el conjunto T son abiertos.
• Dada cualquier coleccio´n de abiertos aα ∈ A, donde α ∈ I, con I un conjunto de
ı´ndices, luego
∪α∈I aα ∈ A la unio´n arbitraria de abiertos, es un abierto.
• Para toda coleccio´n finita de abiertos ai ∈ A, con i = 1, 2, · · · , n se tiene ∩ni=1ai ∈ A,
o sea, la interseccio´n finita de abiertos es un abierto.
A todo conjunto se le puede asociar una topolog´ıa, solamente se necesita definir los
abiertos de T a cualquier subconjunto de T . La familia de abiertos de A se llama
topolog´ıa de T .
Definicio´n 1.2
Sean dos espacios topolo´gicos T y R, la funcio´n
f : T −→ R (2.1)
se dice es continua si para cualquier abierto b ∈ R, la imagen inversa f−1(b) es un abierto
T .
Definicio´n 1.3
Sean dos espacios topolo´gicos T y R, la funcio´n
ϕ : T −→ R, (2.2)
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se llama un homeomorfismo si la funcio´n ϕ es continua con inversa
ϕ−1 : R −→ T (2.3)
continua.
Definicio´n 1.4
Un conjunto
C ⊂ T , de un espacio topolo´gico T , se llama compacto si cualquier recubrimiento abierto
de C, existe un sobrerecubrimiento finito ai, i = 1, 2, · · · , n de C, o sea
C ⊂ ∪ni=1aα.
Definicio´n 1.5
Un subconjunto A ⊂ T de un espacio topolo´gico T , se llama cerrado si su complemento es
abierto.
2.1.2. Espacios Me´tricos
Un espacio me´trico M es un conjunto de puntos con una funcio´n denominada me´trica
d : M×M −→ R
(x, y) 7−→ d(x, y), (2.4)
tal que
• ∀x, y ∈M, se tiene que
d(x, y) > 0, d(x, y) = 0⇔ x = y,
• ∀x, y ∈M, se cumple
d(x, y) = d(y, x),
• ∀x, y, z ∈M, se satiface la desigualdad triangular
d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).
2.1.3. Variedades Diferenciales
Sea Rn el espacio vectorial euclideo, o sea, el conjunto de n-uplas (x1, x2, ..., x3) con la me´trica
usual [1].
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Definicio´n 1.6
Una funcio´n
ϕ : Υ ⊆ Rn −→ Rm
x 7−→ x′ = ϕ(x), (2.5)
con Υ un subconjunto abierto de Rn, se llama de clase Cr si las coordenadas x′ =
(x′1, x′2, ..., x′m) del punto imagen ϕ(x) son funciones r−veces continuamente diferenciables.
Si la funcio´n ϕ es de clase Cr para todo r ≥ 0, entonces se dice que ϕ es suave o de clase
C∞.
Definicio´n 1.7
Sea X un espacio topolo´gico. Se define una carta para X como el par (U,ϕ) donde U es un
subconjunto abierto de X y ϕ es un homeomorfismo de U en Rn, o sea:
ϕ : U ⊂ X −→ Rn
P 7−→ (x1, ..., xn). (2.6)
Es necesaria una estructura de espacio topolo´gico por que ϕ : U ⊂ X −→ Rn es un home-
omorfismo, por lo tanto ϕ y ϕ−1 de un conjunto abierto (el codominio del homeomorfismo
ϕ es Rn, una abierto) debe ser un conjunto abierto. La funcio´n de la carta lleva abiertos
en abiertos, como su inversa. La dimensio´n de una carta es la dimensio´n del subconjunto
U es decir n. Usualmente se usa (x1...xn) y (x1′, ..., xn′) para denotar diferentes sistemas de
coordenadas [2].
Sea espacio topolo´gico X y sean (U1, ϕ1) y (U2, ϕ2) dos cartas para X, se denominan
cartas compatibles C∞, tales que
ϕ1 : U1 ⊂ X −→ Rn
P 7−→ (x1, ..., xn),
ϕ2 : U2 ⊂ X −→ Rn
P 7−→ (x1′, ..., xn′).
(2.7)
Se dice que las cartas m y n son compatibles si se cumplen dos condiciones:
• m=n y
• U1 ∩ U2 ≡ ∅ o U1 ∪ U2 6= ∅ las aplicaciones ϕ2 ◦ ϕ−11 y ϕ1 ◦ ϕ−12 son C∞.
Una variedad topolo´gica X es un espacio topolo´gico Haussdorf y separable (es decir, ad-
mite una base numerable de entornos abiertos), junto con una familia de cartas (Uα, ϕα)α
de dimensio´n n que recubren a M si ∀P,Q ∈ M : P 6= Q,∃U, V ⊂ M abiertos tales que
P ∈ U y Q ∈ V, U ∩ V = ∅. O sea, que se puede separar en dos puntos distintos[1, 2].
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Figure 2.1.: Espacio topolgico de Hausdorff para dos puntos P y Q en R2
Cuando una familia de cartas (Uα, ϕα)α recubre M quiere decir que ∀P ∈ M existe al
menos un U tal que P ∈ U . Es decir que para todo punto siempre hay un entorno de
coordenadas de una carta en el que est incluido.
Definimos el atlas de una variedad topolo´gica M a una familia de cartas que la re-
cubre. Se dice que un atlas (Uα, ϕαα) es C
∞ si cualesquiera cartas (U1, ϕ1) y (U2, ϕ2) del
altlas son compatibles y se define una carta admisible para dicho atlas si es C∞ compatible
con todas sus cartas.
Un atlas maximal es aquel que contiene todas las cartas admisibles para un atlas inicial
dado, es necesario utilizar este atlas con todas las cartas para definir la variedad; as´ı no se
privilegia ningu´n sistema de coordenadas respecto a la estructura, por que el atlas maximal
es u´nico, a diferencia del atlas inicial que describe de manera concreta y arbitraria el espacio
topolo´gico de modo tal que las leyes f´ısicas son las mismas para distintos observadores[2].
Definicio´n 1.8
Una variedad diferenciable M es un espacio topolo´gico de Hausdorff y separable junto
con un atlas C∞(Uα, ϕα)α de dimensio´n n y todas sus cartas admisibles que satisfacen las
siguientes propiedades:
• ∀P ∈M∃(Uα, ϕα) tal que P ∈ Uα. La familia recubre a M.
• Cualesquier (Uβ, ϕβ) y (Uβ, ϕβ) pertenecientes a la familia son C∞ compatibles.
• Toda carta admisible para la familia de cartas esta´ contenida en ella (atlas ma´ximo).
Se define un vector tangente TpM al conjunto de todos los vectores tangentes a una punto
p ∈M como el espacio tangente a la variedad en el punto p.
Lema 1.1
El espacio tangente TpM es un espacio vectorial real.
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Definicio´n 1.9
Sea M una variedad suave y TpM el espacio tangente a un punto p. Una 1 − forma ω en
el punto p es una funcio´n lineal de valor real sobre TpM,
ω : TpM −→ R
v 7−→ ω(v) ≡ 〈ω,v〉, (2.8)
tal que
• 〈ω,X + Z〉 = 〈ω,X〉+ 〈ω,Z〉; ∀x, z ∈ TpM,
• 〈ω, αX〉 = α〈ω,X〉; ∀x ∈ TpM y ∀α ∈ R.
Esto significa que las 1− formas sobre TpM pertenecen al conjunto de transformaciones
lineales, o sea, el conjunto de las transformaciones lineales de TpM sobre los reales, y por
tanto las 1− formas ω pertenecen al espacio vectorial dual T ∗pM del espacio tangente [1].
Una 2−forma Ω se define como una aplicacio´n bilineal Ω : T (Rn)XT (Rn) −→ R. Donde
∧ determina el producto exterior entre 1− formas [2].
2.2. 1-Forma de Gibbs
Para el estudio de cualquier sistema f´ısico es necesario un conjunto de coordenadas o un
espacio en el que se va hacer el estudio que permita realizar una descripcio´n vectorial o
tensorial que de alguna manera termina entablando una relacio´n con la geometr´ıa. En
termodina´mica se denomina espacio de fase termodina´mico (EFT). Con base geome´trica
definida por una estructura de contacto.
Se considera un espacio de contacto de (2n+ 1)−dimensiones con coordenadas (P,X, F )
(teorema de Darboux) y con una estructura de contacto definida como:
Ω = Pdx− dF (2.9)
La ec. 2.9 es lo que corresponde a la variedad de Legendre y permite acercarse a la 1-forma
de Gibbs[3].
Definicio´n 1.10
Sea M un espacio euclidiano en R2n+1 para cualquier n finito (n = grados de libertad),
se designan las coordenadas (Φ, Ea, Ia), donde Φ es el potencial termodina´mico y Ea, Ia
corresponden a las variables extensivas e intensivas respectivamente. As la 1 − forma de
Gibbs se expresa [4]:
ΘG = dΦ− δabIadEb, δab = (1, ..., 1) (2.10)
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2.3 Tensores
Por ejemplo, si se designan las coordenadas por las letras (U, S, V,−T, P ) que representan
la energ´ıa interna, entrop´ıa, volumen, temperatura y presio´n respectivamente, para este caso
en particular, la 1− forma de Gibbs se escribe
ΘG = dU − TdS + PdV. (2.11)
Una variedad M en termodina´mica a veces es llamada espacio de estados de Gibbs,
mas espec´ıficamente si tratamos sobre una variedad de contacto se define la 1 − forma de
Gibbs.
Estructura de Contacto
Es un conjunto de hiperplanos que cumplen con la condicio´n de no degeneracio´n, o sea, la
derivada debe existir en cualquier punto donde se evalue´. En termodina´mica se utiliza para
asociar una estructura geome´trica al espacio de fase termodina´mico, aplicacio´n que vere´mos
en la formulacio´n de la geometrotermodina´mica [4, 18].
Teorema de Darboux
Sea ω2 una 2 − forma diferencial no degenerada en una vecindad de un punto X en el
espacio R2n. Entonces en alguna vecindad de X se puede escoger un sistema coordenado
(p1, · · · , pn; q1; · · · , qn) tal que las formas tienen una forma esta´ndar [3]
ω2 =
n∑
i=1
dpi ∧ dqi. (2.12)
Este teorema permite extenderse a todas las variedades simpl´ıcticas cualquier afirmacio´n
de cara´cter local la cual es invariante con respecto a la transformacio´n cano´nica y esta
probada para cualquier espacio de fase estandar (R2n, ω2 = dp ∧ dq).
2.3. Tensores
Definicio´n 1.11
Defnase el producto cartesiano Πsr de la siguiente forma [1]
s∏
r
⇐= T ∗p × T ∗p × T ∗p × · · · × T ∗p︸ ︷︷ ︸
r−veces
×Tp × Tp × Tp × Tp × · · ·Tp︸ ︷︷ ︸
s−veces
. (2.13)
Se encuentran entonces, r factores T ∗p y s factores Tp, o sea
s∏
r
= {(χ1, · · · , χr, Y1, · · · , Ys)|χi ∈ T ∗p , Yj ∈ Tp}. (2.14)
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Definicio´n 1.12
Un tensor T de tipo (r, s) en p ∈M es una funcional multilineal sobre ∏sr, esto es:
T :
∏s
r −→ R
(χ1, · · · , χr, Y1, · · · , Ys) −→ T (χ1, · · · , χr, Y1, · · · , Ys),
(2.15)
lineal en cada componente.
T se llama un tensor r veces contravariante y s veces covariante, cuyas componentes son
Tα1,··· ,αrβ1,··· ,βs = T(E
α1 , · · · , Eαr , Eβ1 , · · · , Eβs). (2.16)
El tensor me´trico g.
Asocia un nu´mero especfico determinado por A · B para relacionar los vectores especficos
A y B. La importancia de g radica en que relaciona las 1 − formas (´ındices abajo (Vα)
con los vectores (´ındices arriba (V α)) Vα = (eα · eβ)V β; donde eα y eβ son las componentes
de la 1 − forma ω, la cantidad entre pare´ntesis se puede reducir a ηαβ, de tal manera que
se puede reescribir Vα = ηαβV
β, asimismo, es posible efectuar el proceso inverso. El tensor
me´trico es un tensor sime´trico g(A,B) = g(B,A) [1, 2].
2.4. Conexio´n y Derivada Covariante
La generalizacio´n adecuada de la derivada parcial sobre una variedad es la derivada covari-
ante, la cual refiere una estructura definida sobre la variedad denominada conexio´n.
La me´trica permite definir el transporte paralelo el cual traslada un vector de un punto a
otro dentro de la variedadM a lo largo de una curva, manteniendo constante el a´ngulo entre
el vector y la curva. Hasta ahora no se han definido los vectores paralelos cada uno en un
punto diferente de la curva; la conexio´n af´ın es un medio a trave´s del cual podremos obtener
una nocio´n de paralelismo. Adema´s de la motivacio´n para definir la derivada covariante,
tambie´n es necesario encontrar una ana´loga de la derivada parcial de un tensor para que su
resultado tambie´n sea un tensor [1, 2].
Definicio´n 1.13
Una conexio´n ∇ en un punto p ∈ M es una funcio´n que asigna a cada campo vectorial X
en p un operador diferencial ∇X que se define como
∇X : Ξ(M) −→ Ξ(M)
Y 7−→ ∇XY,
(2.17)
tal que
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• ∇XY es un tensor en el argumento X y es lineal respecto a X,
∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ
∀f, g ∈ F(M), ∀X,Y,Z ∈ Ξ(M), (2.18)
• ∇XY es lineal en Y, o sea
∇X(αY + Z) = α∇XY +∇XZ
∀α ∈ R, ∀X,Y,Z ∈ Ξ(M), (2.19)
•
∇XfY = X(f)Y + f∇XY
∀f ∈ F(M), ∀X,Y ∈ Ξ(M). (2.20)
Se dice que ∇XY es la derivada covariante del campo vectorial Y con respecto a la
conexio´n ∇ en la direccio´n del vector X en el punto p.
La u´ltima propiedad dada puede ser reescrita usando la primera,
∇(fY) = df ⊗Y + f∇Y.
De una vecindad U ⊂M, las bases duales Eα y Eα que describen las componentes de ∇Y
(campo tensorial del tipo (1, 1)) en estas bases como Y α;β de la siguiente manera
∇Y = Y α;β Eα ⊗ Eβ,
para una variedad de dimensio´n n, las n3 funciones Γα;β determinan la conexio´n sobre
U ⊂M
Γαβγ = 〈Eα,∇EβEγ〉.
Entonces las componentes de ∇Y en una base dual coordenada esta dada por:
Y α;β =
∂Y α
∂xβ
+ ΓαβγY
γ.
El cambio de base Eα, E
α −→ E ′α, E ′α, la ley de transformacio´n es
Γ′αβγ =
∂x′α
∂xσ
∂xρ
∂x′β
∂2xσ
∂x′ρ∂x′γ
+
∂x′α
∂xσ
∂xρ
∂x′β
xτ
∂′γΓ
σ
ρτ . (2.21)
Sin embargo si comparamos esta ley de tranformacio´n con la transformacio´n de compo-
nentes de un tensor, la conexio´n no se transforma de la misma manera [1]. Sin embargo
la derivada covariante puede seguir un conjunto de reglas a trave´s de las cuales puede ser
aplicada a un tensor y obtener las componentes de una base coordenada as´ı,
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Tα1···αrβ1···βs;γ =
∂xα1···αrβ1···βs
∂xγ
+ Γα1γσT
σα2···αr
β1···βs + · · ·
+ΓαrγσT
α1···αr−1σ
β1···βs − Γσγβ1Tα1···αrσβ2···βs−
· · · − ΓσγβsTα1···αrβ1···βs−1σ.
2.5. El Tensor de Riemann.
El tensor de curvatura de Riemann es un tensor de orden cuatro. Las componentes de este
tensor no pueden visualizarse como en caso del tensor me´trico de orden dos que se puede
represetar matricialmente. El tensor de Riemann se define [5]
Rαβγδ =
∂Γαδβ
∂xγ
− Γ
α
γβ
∂xδ
+ ΓαγσΓ
σ
δβ − ΓασδΓσγβ. (2.22)
Con
Γαµν =
1
2
gλµ,ν + gνλ,µ − gµν,λ. (2.23)
El tensor de Riemann cumple con las siguientes propiedades de simetr´ıa
Rαβγδ = −Rαβδγ,
Rαβγδ +R
α
γδβ + R
α
δβγ = 0,
Rαβγδ = −Rβαγδ.
(2.24)
El tensor de curvatura es antisime´trico en el primer par y sobre el segundo par de ı´ndices.
Adems
Rαβγδ +Rαδβγ +Rαγδβ = 0. (2.25)
A trave´s de la operacio´n de contraccio´n de ı´ndices se obtienen otras propiedades como
Rβδ := R
σ
βσδ, (2.26)
de donde se obtiene tensor de Ricci que al igual que el tensor de Riemann, permite obtener
informacio´n sobre la geometr´ıa del espacio, solo que de manera parcial.
En una variedad plana un vector paralelo es aquel, que moviendose paralelamente alrededor
de una curva volvera su punto de inicio sin haber cambiado y esto implica
Rαβγδ = 0; ∀p ∈M. (2.27)
El escalar de Riemann se obtiene al contraer el tensor de Riemann Rαβ
R ≡ Rαα ≡ gαβRαβ. (2.28)
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Tanto el tensor de Riemann como el escalar de curvatura dan informacio´n acerca de la
curvatura del espacio-tiempo, si la curvatura es diferente de cero seguramente existe una
fuente en el espacio de materia y energ´ıa que produce tal perturbacio´n. Por el contrario si
el valor calculado de la curvatura es igual a cero, se deduce que la variedad es plana.
Las componentes independientes del tensor de Riemann se pueden encontrar a trave´s de
n2(n2 − 1)
12
, (2.29)
con n la dimensio´n de la variedad. Para n = 4 las componentes independientes son 20. El
tensor de Riemann en un sistema coordenado general depende del tensor me´trico gαβ y de
sus primeras y segundas derivadas parciales.
2.6. Transformaciones entre Variedades
Definicio´n 1.14
Sean M y N variedades m y n dimensionales. Una funcio´n
φ :M−→ N , (2.30)
se llama de clase Ck si dados los sistemas de coordenadas (Uα, ψα) y (Vβ, ϕβ) en M y N
respectivamente, las coordenadas de φ(p) son funciones de clase Ck de las coordenadas de p
[1]:
ϕβ ◦ φ ◦ ψ−1α : ψα(Uα) ⊆ Rm −→ Rn
ψα(p) 7−→ ϕβ(φ(p)).
(2.31)
En el desarrollo de la geometrotermodina´mica vermos como la aplicacio´n de transforma-
ciones entre variedades es bastante til.
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3. Relatividad General
En este capitulo presentamos los principios generales de la relatividad general, introducimos
el principio de equivlencia, curvatura, transporte paralelo y por supuesto las ecuaciones de
Einstein.
3.1. Curvatura
El tensor de Riemann [6] nos permite formalizar el concepto de curvatura asociado con
la conexio´n dada por los s´ımbolos de Cristoffel y la me´trica. Se distinguen dos tipos de
curvatura: intr´ınseca y extr´ınseca. Por ejemplo un cilindro es redondo en una direccio´n
y la persepcio´n inmediata es que el objeto es curvo. O sea una curvatura extr´ınseca en
aquella cuya relacio´n con el espacio tridimensional plano se puede verificar a simple vista
y de manera inmediata. Por otra parte, el cilindro puede ser obtenido enrrollando una
pieza plana de papel, a esta se le denomina geometr´ıa intr´ınseca del papel original, que es
plano, esto significa que la distancia entre dos puntos en el cilindro es la misma que en el
plano original y las l´ıneas paralelas permanecen paralelas. La geometr´ıa intr´ınseca de una
variedad n− dimensional considera solo las relaciones entre los puntos sobre el camino que
permanecen en la variedad. La curvatura extr´ınseca del cilindro depende de la nocio´n del
espacio de altas dimensiones. En general se considerar la curvatura intr´ınseca.
3.1.1. Geodsicas.
En el espacio plano las l´ıneas rectas son la trayectoria mas cercana entre dos puntos y uno de
los axiomas de Euclides asegura que dos l´ıneas rectas paralelas permanecen paralelas cuando
son extendidas. Sin embargo, esto no significa que la distancia entre ellas sea constante,
mas bien la l´ınea se mantiene en la direccio´n que ha sido dispuesta. En el espacio curvo se
dibujan l´ıneas que unen dos puntos lo mas cerca posible para que cumplan con el transporte
paralelo y se denominan geode´sicas [1, 6].
3.1.2. El Transporte Paralelo.
Para realizar el estudio sobre el transporte paralelo usaremos una esfera; se asocia un vector
A a todo el punto de la curva como vemos en la fig 3.1.2. Si cada uno de los vectores A
esta infinitesimalmente cerca uno del otro a lo largo de la curva, estos son paralelos o tienen
la misma longitud, entonces se dice que A se ha transportado paralelamente a lo largo de
dicha curva. Se denomina λ el para´metro de la curva y C = dX
dλ
es el vector tangente a la
curva.
14
3.2 Las Ecuaciones de Campo
Figure 3.1.: Transporte paralelo sobre un tria´ngulo esfe´rico (izq) y a lo largo de la curva
C(der)
3.2. Las Ecuaciones de Campo
Desde siempre el espacio y el tiempo han sido conceptos de vital importancia en f´ısica, las
leyes de conservacio´n y su medida por diferentes observadores han sido una de las mayores
preocupaciones en el estudio de los feno´menos f´ısicos, dado que aunque dos observadores
vean los feno´menos de diferentes formas, realizando una adecuada transformacio´n de las
coordenadas finalmente el resultado debe ser el mismo. Sin embargo, la nocio´n de espacio y
tiempo ha cambiado desde la visio´n de Galileo hasta la actualidad.
Desde la visio´n de Galileo [6] el tiempo era absoluto t :M−→ R de clase C∞ cuyo gradi-
ente no se anula en ningu´n punto de la variedad dt 6= 0. Igualmente dos puntos p y q de una
variedad M son simultaneos si t(p) = t(q), el conjunto de sucesos simultaneos al punto p es
una seccio´n espacial que divide la variedad en dos partes: el pasado y el futuro de p. Las
secciones espaciales son variedades diferenciales tridimensionales riemannanas y difeomorfas
a R3.
El espacio y tiempo definidos por Newton [6] no tiene vorticidad de manera tal que la
conexio´n compatible con t absoluto y la me´trica espacial plana de Galileo permanece invari-
ante bajo difeomorfismos temporales generados por t.
En cuanto a la relatividad especial el espacio-tiempo es una variedad diferenciable pseu-
doriemanniana cuadridimensional M a la cual se asocia una me´trica lorentziana plana
ηµν = diag(−1,+1,+1,+1). Las relaciones de simultaneidad y causalidad respecto a un
punto p estan definidas por un cono de luz.
En relatividad especial los cuerpos siguen geode´sicas temporales, si no es as´ı seguramente
hay alguna fuerza externa actuado sobre ellos y es alla´ donde la relatividad general tiene
relevancia [6].
El espacio-tiempo es el conjunto de todos los sucesos y esta descrito por una variedad
diferenciable pseudoriemanniana (dotada de un tensor me´trico no degenerada, sime´trica y
no definida positiva) conexa (M,g) de clase C∞, donde g es una me´trica lorentziana. Dos
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variedades (M,g) y (M′,g′) representan el mismo espacio-tiempo si y solo si existe un dife-
ormorfismo ϕ : M −→ M′ tal que ϕ ∗ g = gprime, de tal manera que sea posible elegir las
coordenadas mas adecuadas para cada carta.
Una me´trica lorentziana g separa el espacio tangente Tp en cualquier punto p ∈ M en
vectores V espaciales, temporales o nulos dependiendo de los valores que tome g(V,V) (pos-
itivo,negativo o cero respectivamente).
Un espacio-tiempo (M,g) es extensible anal´ıticamente si y solo si existe otro espacio
tiempo mas grande (M′,g′) en el cual el primero esta inmerso isome´tricamente. Se dice
que el espacio-tiempo es la extensio´n anal´ıtica maximal de otro espacio-tiempo si y solo si
el primero es una extensio´n anal´ıtica del segundo el cual no es extensible. Se exigir que el
espacio-tiempo no sea extensible anal´ıticamente pues el espacio tiempo debe contener los
puntos que no son singulares.
Hasta ahora tenemos espacio-tiempo planos donde nos es desconocido el efecto de la cur-
vatura del espacio-tiempo y su relacio´n con la gravedad como una manifestacio´n de la pres-
encia de cuerpos materiales, de momentum y energ´ıa.
Un principio fsico bsico es el principio de equivalencia [6, 7, 8] el cual tiene dos cono-
taciones: dbil y fuerte. El principio de equivalencia de´bil establece que la masa inercial
y la masa gravitacional son equivalentes. Con la segunda ley de Newton
F = mia. (3.1)
La masa inercial es la resistencia de un cuerpo al tratar de ser movido. Mientas que en la ley
de la gravitacio´n, la fuerza gravitacional ejercida sobre un cuerpo es proporcional al gradiente
de un campo escalar Φ (potencial gravitacional), donde la constante de proporcionalidad es
mg: la masa gravitacional. En este caso
Fg = −mg∇Φ. (3.2)
Galileo mostro´ que todo cuerpo cae con la misma razo´n en el campo gravitacional indepen-
dientemente de su composicio´n esto implica que mi ≡ mg ya adema´s la meca´nica Newtoniana
afirma por el principio de equivalencia de´bil que mi = mg para cualquier objeto. Como con-
secuencia una part´ıcula de prueba cae libremente sin importar su masa y
a = −∇Φ. (3.3)
El principio de equivalecia de´bil implica que no hay modo de distinguir entre los efectos
gravitacionales y los efectos de un marco uniformemente acelerado.
Si se considera un espacio muy grande el campo gravitacional podra cambiar de un lugar a
otro mientras que la aceleracio´n y sus efectos se dirigen en la misma direccio´n. Las part´ıculas
confinadas en un campo gravitacional se mueven hacia el centro de la tierra orientadas en
distintas direcciones como se ve en la fig 3.2. Por este motivo el principio de equivalencia
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de´bil se puede escribir como “las leyes de part´ıculas que caen libremente son las mismas en
un campo gravitacional en un marco uniformemente acelerado en regiones lo suficientemente
pequen˜as ”[7].
Figure 3.2.: Part´ıculas que se mueven hacia el centro de la tierra en diferentes direcciones
En grandes regiones de espacio tiempo el campo gravitacional es inhomoge´neo, como con-
secuencia se producen fuerzas de marea que pueden ser detectadas. El concepto de masa
pierde su unicidad y por lo tanto para distinguir entre aceleracio´n uniforme y el campo grav-
itacional en direccio´n a generalizar el principio de equivalencia de´bil y hacerlo mas inclusivo
se establece el prinicipio de equivalencia de Einstein. Para regiones lo suficientemente
pequen˜as las leyes de la f´ısica se reducen a la relatividad especial que imposibilita la deteccio´n
de campos gravitacionales o el efecto de los cuerpos materiales en el espacio tiempo. Adema´s
del campo gravitacional, el campo electromagne´tico tambie´n esta´ presente y se encuentran
acoplados cumpliendo el principio de equivalencia de´bil.
Ahora imaginemos un cuerpo en cada libre que comienza a rotar mientras se mueve en
una trayectoria como si estuviera en un marco acelerado a trave´s del campo gravitacional.
Recordemos que el principio de equivalencia de Einstein se aplica cuando no se detecta la
accio´n de la gravedad, mientras que si las trayectorias son curvas y los marcos de referencia
acelerados es necesario definir el principio de equivalencia fuerte el cual incluye todas
las leyes f´ısicas gravitacionales y otras que puedan apreciarse. En otras palabras el principio
de equivalencia fuerte incluye todas las fuerzas de la naturaleza y como son perturbadas
debido al campo gravitacional [7, 8].
Sin embargo para los propsitos que se quiere, se usa por lo general el principio de equiv-
alencia de Einstein y en algunos casos se definen los MCRF (Marcos de referencia en co-
movimiento).Tiene mas sentido hablar de marcos no acelerados que marcos en cada libre,
por que la gravedad no es una fuerza, mientras que una fuerza esta ligada a la definicio´n
de aceleracio´n y la aceleracio´n cero esta relacionada con moverse libremente en presencia de
cualquier campo gravitacional. Sin embargo, la curvatura del espacio-tiempo es suficiente
para describir la gravedad en el l´ımite newtoniano que para un solo cuerpo gravitacional el
potencial puede ser calculado partiendo de la suposicio´n mi = mg podemos igualar la fuerza
relacionada con el campo gravitacional y la segunda ley de Newton [8]
−GMmg
r2
rˆ = mia. (3.4)
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Donde M es la masa que produce el campo y m es la masa afectada por el campo. Como
la fuerza es conservativa podemos escribir
F = −mg∇Φ, (3.5)
y en terminos de la ecuacio´n de Possion, la densidad de masa producida por M
∇2Φ = 4piGρ, (3.6)
luego
d2X i
dt2
= −mg
mi
∇Φ, (3.7)
donde g = −∇Φ = −GM
r2
y Φ = −GM
r
, con c = 1. Por ltimo
d2t
ds2
= 0, (3.8)
d2x1
ds2
= −mg
mi
∇Φ, (3.9)
con estas condiciones
d2Xµ
ds2
+ Γµαβ
dxα
ds
dxβ
ds
= 0, (3.10)
siempre y cuando se cumpla
Γµαβ =
{
Γ00 = −mgmi∇iΦ,
0 otro modo.
(3.11)
La fuente de campo gravitacional en la teora de Newton es como sabemos la densidad de
masa, por lo tanto en la teor´ıa de la relatividad la fuente de campo debe estar relacionada
con la masa como una obvia generalizacio´n relativsta corresponde a la energ´ıa total que por
supuesto incluye la masa en reposo. Inicialmente se sugiere la densidad ρ como fuente de
energ´ıa total del campo gravitacional relativista que es posible no alcance a satisfacer estas
condiciones debido a que ρ es la densidad de energ´ıa medida en el marco local o MCRF.
3.2.1. Postulados de la Relatividad General
Igual que la relatividad especial, la relatividad general cumple con ciertas condiciones que
permiten analizar los sistemas f´ısicos adecuadamente dentro del contexto de estas teor´ıas.
El conjunto de postulados [1] que cumple la relatividad general involucran la geometr´ıa del
espacio, la conservacio´n de las leyes f´ısicas y la relacio´n entre la geometr´ıa del espacio-tiempo
con la perturbacio´n de este debido a la presencia de campos gravitacionales.
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• Postulado 1. La variedad del espacio tiempo El espacio tiempo lo constituyen todos
los eventos finitos y esta´ descrito por el par (M,g) donde M es una variedad suave
cuadridimensional de Haussdorf y g es la me´trica lorentziana sobre la variedad M.
Sobre la variedad M estan definidos todos los campos de materia contenidos en el
espacio-tiempo, denotados como ψα···β(i)γ···δ(x), donde i representa los diferentes campos
de materia.
Los campos de materia obedecen a las ecuaciones expresadas como la relaciones entre
tensores sobre la variedad M cuyas derivadas con respecto a las coordenadas son
derivadas covariantes con respecto a la conexio´n sime´trica dada por la me´trica g.
• Postulado 2. Causalidad local Las ecuaciones que determinan los campos de materia
deben incluir derivadas hasta un orden finito n y deben tener solucio´n u´nica determi-
nada por las condiciones de frontera.
• Postulado 3. Conservacio´n local de la energ´ıa Existe un tensor sime´trico, llamado
tensor momento-energ´ıa que es funcio´n de todos los campos de materia y sus derivadas.
Tal que
Tµν = 0 si y solo si ψi = 0 en U ⊂M,
∇γT µν = 0 ley de conservacio´n.
(3.12)
• Postulado 4. Las ecuaciones de campo de Einstein. Hasta el momento se han dado
todos los elementos para formular las ecuaciones de campo, en principio la me´trica
g = η es plana si nos encontramos en el contexto de la relatividad especial. Sin
embargo, en relatividad general se consideran los efectos de la gravedad y como las
part´ıculas siguen geodsicas. Como es de nuestro conocimiento, las leyes de la f´ısica
son las mismas para cualquier observador, existen formas variadas de espresarlas pero
matienen la misma premisa: las leyes de la f´ısica son las mismas para cualquier marco
coordenado. Para determinar las ecuaciones de campo para la me´trica que describa un
sistema en relatividad general y conservar el principio de equivalencia son relaciones
tensoriales que incluyen el efecto de la materia a trave´s del tensor momento energ´ıa. De
otro lado, el u´nico elemento que puede determinar la geometr´ıa del espacio-tiempo es
el tensor de Riemann y sus derivados como el tensor de Ricci o el escalar de curvatura
que se obtiene a partir del tensor me´trico y las primeras derivadas de sus componentes,
siempre y cuando satisfaga las condiciones de simetr´ıa y el principio de conservacio´n
local, de manera que la me´trica sobre la variedad ya definida (M,g) esta dada por las
ecuaciones de campo de Einstein que se expresan
Rαβ − 1
2
Rgαβ + Λgαβ = −8piG
c4
Tαβ, (3.13)
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donde G es constante de gravitacion universal y Λ es la constante cosmolo´gica. Las
ecuaciones de Einstein son diez ecuaciones acopladas no lineales para la me´trica y sus
primeras derivadas, aunque(
Rαβ − 1
2
Rgαβ + Λgαβ
)
;α
= 0 =
8piG
c4
Tαβ;α, (3.14)
la divergencia covariante a cada lado de la ecuacio´n se satisface independientemente lo
que reduce las ecuaciones a seis y finalmente con ellas se puede determinar el tensor
me´trico.
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Del mismo modo que cualquier ser de la naturaleza, las estrellas tambie´n cumplen con un ci-
clo de vida: nacen, crecen, agotan el combustible que las mantiene vivas y por ltimo mueren,
y es esta u´ltima parte en la que enfocamos nuestra atencio´n, particularmente en estrellas
con suficiente masa como para finalizar su ciclo en un agujero negro.
A lo largo de su evolucio´n, una estrella pasa por diferentes fases que determinaran como
ser su futuro y que puede suceder con ella al final de su vida. Una estrella puede vivir
millones de an˜os, afortunadamente se han obtenido datos de diferentes etapas de su vida
esquematizando su evolucio´n.
Las estrellas se forman a partir de nubes de gas interestelar que al acumularse se com-
primen y aumentan su densidad. La accio´n de la gravedad termina por contraer la estrella,
y al igual que cualquier gas ejerce una presio´n hacia afuera que contrarresta el efecto de
la gravedad intentando detener la contraccio´n, cuando estas dos fuerzas (la presio´n y la
gravedad) tienen un valor semejante, la estrella sigue el proceso de contraccio´n mucho mas
lentamente. Comienza a formarse un nu´cleo caliente alrededor del cual se concentra una
nube de gas y polvo hasta que la temperatura alcanza para producir reacciones termonucle-
ares tales como la fusio´n, con la que se genera suficiente energ´ıa en la estrella para que esta
empiece a brillar y es as como la estrella comienza su vida.
Durante toda su vida, la estrella debe mantener dos tipos de equilibrio: por un lado la
presio´n a cualquier profundidad de la estrella debe balancearse con el peso de las capas
superiores y de otro lado el equilibrio te´rmico, en el que la energ´ıa producida en el interior
debe equilibrarse con la energ´ıa radiada hacia el exterior y con la temperatura interna. La
masa de la nube de gas, determina la masa de la estrella y como terminar su vida esta.
Durante casi el 90% de su vida la estrella vive en lo que se conoce como la secuencia
principal, en este largo periodo de tiempo sobrevive mediante la fusin nuclear quemando
el hidro´geno que la constituye. Adema´s, es posible que a su alrededor gracias a restos de
polvo y gas se hayan formado planetas. Existen diferentes tipos de estrellas en la secuencia
principal como las gigantes azules que son estrellas muy grandes y masivas, las enanas rojas
pequen˜as y de poca masa o nuestro sol que esta catalogado como una enana amarilla.
La estrella quema el hidro´geno en un proceso de combustio´n generando helio mediante una
cadena de reacciones, entre ellas la cadena proto´n-proto´n y el ciclo CNO donde intervienen
el carbono, nitro´geno y el ox´ıgeno; de la masa de la estrella no solo depende su muerte,
sino tambie´n el tiempo que durar en la secuencia principal, por lo general las estrellas mas
21
4 Agujeros Negros
grandes consumen rapidamente su combustible tal que su tiempo de vida es muy corto.
Al consumir la mayor parte de su hidro´gemo la estrella comienza a acumular helio en su
interior hasta el punto en que el helio empieza a interrumpir los procesos de fusio´n dismin-
uyendo la presio´n hacia el exterior y como consecuencia comprimirla y calentarla mucho ma´s
lo cual producir una dilatacio´n de las capas exteriores de la estrella, seguida por una aumento
en su radio y su luminosidad con el que la estrella comienza con una fase de gigante roja
que la saca de la secuencia principal. La estrella comienza a acumular los elementos mas
pesados cerca de su centro y a medida que se aleja de este se constituyen capas de elementos
cada vez menos pesados. El proceso de fusio´n produce grandes cantidades de hierro que es
el elemento mas pesado que se forma en la combustio´n nuclear. El gas a su alrededor es
eyectado a trave´s de poderosos vientos estelares.
Cuando una estrella posee una masa menor a 1.4M su vida termina convertida en una
enana blanca. Durante el proceso de colapso este tipo de estrellas expulsa una nube va-
porosa de gases conocida como nebulosa planetaria, loscuales son ionizados e iluminados
durante el tiempo en que la estrella moribunda permanece caliente. El taman˜o de una enana
blanca puede aproximarse al taman˜o de un planeta como la tierra sin embargo, la gravedad
en su superficie alcanza a ser 1× 105 veces mayor.
Un ejemplo cercano de enana blanca es el propio sol que terminar como una esfera fr´ıa de
unos 104Km de dia´metro. Aunque el proceso de enfriamiento es bastante lento tanto que se
cree que au´n no se han enfriado las enanas blancas que primero se formaron en el universo,
pues las enanas blancas solo radian el 1% de la luminosidad solar.
Las enanas marrones son objetos de 0.01 − 0.8M, que no son capaces de mantener
reacciones nucleares de fusio´n de hidro´geno continuas, pero brillan debido al calor residual
de las reaciones por lo que continuan contrayndose y enfria´ndose, las enanas marrones son
relevantes ya que establecen un v´ınculo entre los planetas gigantes y las estrellas de poca
masa.
Las supernovas son explosiones muy violentas de estrellas de gran masa, en las cuales
en la etapa de gigantes rojas comenzaron reacciones termonucleares con carbono y ox´ıgeno,
produciendo silicio que ahora se convierte en el nuevo combustible nu´clear que genera resid-
uos de hierro. Cuando el nu´cleo alcanza 5 × 109C de temperatura, los ncleos ato´micos se
descomponen en protones, neutrones y neutrinos, como si el proceso fuera de produccio´n de
nu´cleos ato´micos durante la vida de la estrella se dirigiese en direcio´n opuesta, el cual junto
a los neutrinos que escapan del nu´cleo, gasta energ´ıa suficiente para disminuir la temper-
atura de la estrella. Este proceso desestabiliza el nu´cleo, se pierde el equilibrio hidrosta´tico,
la gravedad triunfa finalmente y el colapso de la estrella gigante sucede en menos de un
segundo. Las expulsio´n de las capas superiores generan una maravillosa luminosidad tan
grandiosa que puede puede observar en toda la galaxia.
De la presio´n ejercida sobre el nu´cleo nacer una estrella de neutrones o un agujero negro.
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Las estrellas de neutrones son remanentes de estrellas gigantes de una masa superior
a 8M e inferior a un l´ımite que au´n no se conoce, despue´s de la explosio´n de supernova.
Las estrellas de neutrones estan formadas por neutrones muy condensados con una masa de
1.4 veces la masa del sol, dentro de una esfera de 20 × 103Km de dia´metro, por lo que su
densidad es de aproximadamente 1012Kg/m3 y rotan tan ra´pido que se genera un campo
magne´tico que emite energ´ıa a una frecuencia radial. Si se esta ubicado de manera adecuada
se pueden detectar las pulsaciones envadas por este objeto denominado plsar.
Los agujeros negros son los cuerpos astrof´ısicos mas misteriosos de la naturaleza. La
materia de la estrella colpasada cae dentro del horizonte de eventos que es una super-
ficie geome´trica, la cual separa los sucesos dentro del agujero negro del resto del universo,
puesto que es imposible distinguir f´ısicamente dicho horizonte. Los ca´lculos realizados por
Schwarzschild sugieren que el radio de horizonte corresponde a 2MG; en el caso de la tiera
por ejemplo el radio de Schwarchild sera de 1cm.
La motivacio´n para estudiar los agujeros negros [9] es la hipo´tesis de que estos objetos mis-
teriosos tienen relacio´n con muchos de los procesos fundamentales del universo. Se cree que
los agujeros negros poseen importante informacio´n sobre la naturaleza del espacio-tiempo,
es decir la relacio´n entre el mundo de 3−dimensiones y el de 4−dimensiones. Un ejemplo
de esto es como el tiempo para un infortunado astronauta en la frontera del horizonte de
eventos, permanece en reposo y desde alla´ puede observar futuros sucesos en el universo
exterior, pues una vez ha llegado al horizonte no puede escapar del poder del agujero negro
y quedar atrapado alla´ para siempre, entonces lo que para el astronauta es un periodo muy
corto de tiempo, para los seres fuera del horizonte de eventos los sucesos en el universo exte-
rior se manifiestan como procesos de larga duracio´n en el universo, tal como la evolucio´n de
las estrellas o hasta la formacio´n de galaxias. Los agujeros negros, contienen informacio´n de
una fuerza que experimentamos a diario y que mantiene en cierto equilibrio la configuracio´n
al universo mismo, la gravedad.
4.1. La Solucio´n de Schwarzschild
La primera solucio´n a las ecuaciones de Einstein
Rµν − 1
2
gµνR = −8piG
c4
Tµν . (4.1)
fue desarrrollada por Schwarzschild [7, 10, 15]. La me´trica de Schwarzschild describe un
agujero negro esfe´ricamente sime´trico, esta´tico y estacionario en el espacio-tiempo vac´ıo. En
tal caso las ecuaciones de Einstein llevan a que el tensor de Ricci Rµν = 0 [1].
Schwarzschild no solo obtuvo una solucio´n particular de las ecuaciones de Einstein. Tambie´n
logro comprender los efectos relativ´ısticos en los sistemas planetarios (i.e. tierra-sol) pues
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describe el campo gravitacional en el exterior de un cuerpo esfe´ricamente sime´trico, cuyo
elemento de linea esta dado por [10]
ds2 = −eα(t,r)dt2 + eβ(t,r)dr2 + r2dΩ2, (4.2)
con dΩ2 = dθ2 + sen2θdφ2.
Ahora se resuelven las ecuaciones de Einstein [7] para una me´trica en un espacio-tiempo
esfe´ricamente sime´trico, se calculan los s´ımbolos de Chistoffel con los cuales se determinarn
explicitamente los valores de las funciones α(t, r) y β(t, r), puesto que estos s´ımbolos son
necesarios para obtener el tensor curvatura, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura.
Definidos (x0, x1, x2, x3) para el conjunto de coordenadas (t, r, θ, φ) se tiene
Γ000 = ∂0α Γ
0
01 = ∂1α Γ
0
11 = e
2(β−α)∂0β,
Γ100 = e
2(α−β)∂1α Γ101 = ∂0β Γ
1
11 = ∂1β,
Γ212 =
1
r
Γ122 = −re−2β Γ313 = 1r ,
Γ133 = −re−2βsen2θ Γ233 = −senθcosθ Γ323 = cosθsenθ .
(4.3)
Las componentes que no estan escritas explicitamente son cero o son sime´tricas a las ya
mencionadas. Las componentes no nulas del tensor de Riemman son
R0101 = e
2(β−α)[∂20β + (∂0β)
2 − ∂0α∂0β] + [∂1α∂1β − ∂21α− (∂1α)2],
R0202 = −re−2β∂1α,
R0303 = −re−2βsen2θ∂1α,
R0212 = −re−2α∂0β,
R0313 = −re−2αsen2θ∂0β,
R1212 = re
−2β∂1β,
R1313 = re
−2βsen2θ∂1β.
(4.4)
Contrayendo para obtener el tensor de Ricci se tiene que
R00 = [∂
2
0β + (∂0β)
2 − ∂0α∂0β] + e2(α−β)[∂21α + (∂1α)2 − ∂1α∂1β + 2r∂1α],
R11 = −[∂21α + (∂1α)2 − ∂1α∂1β − 2r∂1β] + e2(β−α)[∂20β + (∂0β)2 − ∂0α∂0β],
R01 =
2
r
∂0β,
R22 = e
−2β[r(∂1β − ∂1α)− 1] + 1,
R33 =
(
e−2β[r(∂1β − ∂1α)− 1] + 1
)
sen2θ.
(4.5)
Sin embargo Rµν = 0. De R01 = 0 se infiere ∂0β = 0. Como el sistema es estacionario,
esto implica que no evoluciona con el tiempo, luego la derivada respecto a esta coordenada
es nula, lo anterior quiere decir que R00 = 0 y ∂0β = 0, de donde se tiene que ∂0∂1α.
24
4.1 La Solucio´n de Schwarzschild
Ahora las funciones α y β se pueden escribir como
β = β(r),
α = f(r) + g(r).
(4.6)
Luego el primer te´rmino de la ec.(4.2) es independiente de la coordenada temporal α(t, r) =
f(r) por que g(t) = 0 y por lo tanto queda como −e2f(r)e2g(t)dt2, sin embargo la coordenada
temporal se puede escribir como dt −→ e−g(t)dt. La me´trica queda entonces
ds2 = −e2α(r)dt2 + eβ(r)dr2 + r2dΩ2. (4.7)
Como se puede observar las componentes de la me´trica son independientes del tiempo,
lo que comprueba que la me´trica en cuestion es estacionaria. Asimismo esta me´trica es
esta´tica pues nada est en movimiento, mientras que la me´trica estacionaria es aquella que
permite movimiento de las cosas pero solamente de manera sime´trica, tal como una me´trica
esfe´ricamente sime´trica que puede describir adecuadamente una estrella o un agujero negro
sin rotacio´n. Sin embargo, los sistemas con rotacio´n son descritos a trave´s de me´tricas esta-
cionarias.
Debido a que R00 y R11 desaparecen y usando las ecuaciones para el tensor de Ricci
obtenemos
0 = e2(β−α)R00 +R11 =
2
r
(∂1α + ∂1β), (4.8)
por lo que α = −β + cte; reescalando las coordenadas se tiene que α = −β.
Tomamos ahora a R22 = 0,
e−2α(2r∂1α + 1) = 1, (4.9)
o del mismo modo
∂1(re
2α) = 1, (4.10)
que resolviendo queda
e2α = 1 +
µ
r
, (4.11)
con µ una constante no definida. Con la ec.4.11 y el hecho de que α = −β, la me´trica
adquiere la forma
ds2 = −
(
1 +
µ
r
)
dt2 +
(
1 +
µ
r
)−1
dr2 + r2dΩ2. (4.12)
Como podemos ver en la ec4.12 es independiente de todos los para´metros excepto de µ el
cual se puede tomar cualquier valor y tambie´n es posible comprobar que es adecuado para
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las ecuaciones R00 = 0 y R11 = 0.
Las soluciones a un sismtema esfe´ricamente sime´trico en el vaco se enfocan en analizar la
configuracio´n del espacio-tiempo en el exterior de una estrella, un planeta, un agujero negro
o cualquier cuerpo astrof´ısico con estas caracter´ısticas. En el caso ı´lmite cuando r −→ ∞
las componentes g00 y grr de la me´trica dada en la ec (4.12) son
g00(r −→∞) = −
(
1 + µ
r
)
,
grr(r −→∞) =
(
1− µ
r
)
.
(4.13)
Es decir en el l´ımite del campo de´bil se tiene
g00(r −→∞) = −
(
1 + 2Φ
)
,
grr(r −→)∞) =
(
1− 2Φ
)
,
(4.14)
donde Φ = −GM
r
correspondiente al potencial gravitacional, luego la constante µ es inter-
pretada en te´rmicos de una cantidad f´ısica, en este caso µ = −2GM .
Finalmente obtenemos la me´trica de Schwarzschild
ds2 = −
(
1− 2MG
r
)
dt2 +
(
1− 2GM
r
)−1
dr2 + r2dΩ2, (4.15)
va´lida para cualquier solucio´n a las ecuaciones de Einstein esfe´ricamente sime´trica en el
vac´ıo. Aunque la solucio´n de Schwarzschild no es la mejor, es la u´nica con estas caractersticas
y a esto se le conoce como teorema de Birkhoff. La masa M funciona como un para´metro
que interpretado desde la meca´nica Newtoniana corresponde a la masa estudiada a grandes
distancias desde donde se encuentra la fuente gravitacional. Es importante recalcar que
cuando M −→ 0 corresponde al espacio de Minkowski, asimismo cuando r −→∞ el espacio
se vuelve progresivamente Minkowskiana, propiedad que se conoce como asinto´ticamente
plana.
De la ec.(4.12) los coeficientes de la me´trica son cantidades dependientes de las coorde-
nadas que se vuelven infinitas cuando r = 0 y r = 2GM y es posible tener una “singularidad
coordenada”consecuencia de una mala eleccio´n en el conjunto coordenado de la variedad.
La modo de resolver este inconveniente es cambiar el sistema coordenado para que no se
presenten las singularidades ya mencionadas.
La solucio´n encontrada solo es va´lida en el vac´ıo y para el espacio fuera del cuerpo sime´trico
en estudio.
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4.1.1. Teorema del no pelo
La solucio´n de Schwarschild aunque es relevante no es la u´nica que se ha obtenido y para
ello vamos a mencionar un teorema fundamental en el estudio de los agujeros negros y las
soluciones a las ecuaciones de Einstein asociadas a ellos. Como bien sabemos el horizonte
de eventos esta ubicado en R = 2M fuera del horizonte en R ≥ 2M es donde la f´ısica toma
relevancia para cualquier observador externo, luego los sucesos dentro del agujero si bien no
son observables, ni medibles, no tienen ninguna influencia sobre lo que ocurre en el espacio
exterior.
El teorema del no pelo [11] establece que un agujero negro puede ser caracterizado comple-
tamente por la masa M , la carga ele´ctrica Q y el momento angular J . Un colapso mas real´ısta
de una estrella produce un agujero negro con algunas diferencias respecto a la solucio´n de
Schwarszchild: una pequen˜a carga ele´ctrica y pequen˜as asimetr´ıas, ca´lculos con teor´ıa de
la perturbacio´n predice un agujero negro con un campo externo determinado por completo
por M,Q y J . Para un colapso con grandes asimetr´ıas y gran cantidad de carga tambie´n
cumplen con el teorema del no pelo.
La explicacio´n heur´ıstica de este teorema se enfoca en el hecho de que todas las cantidades
intrnsecas para cualquier fuente aislada de gravedad y electromagnetismo, soloM,Q y a esta´n
definidos por unicidad y conservacio´n en los campos externos de la fuente.
4.2. Termodina´mica de los Agujeros Negros
El estudio de los agujeros negros es mas sencillo cuando se comprende el concepto de hori-
zonte de eventos, siendo este una superficie geome´trica que separa el agujero negro del resto
del universo y los eventos que ocurren dentro de el, no se pueden caracterizar o medir por
un observador externo. De otro lado, la termodina´mica juega un rol fundamental, pues con
ella podemos comprender como esta organizado el universo, diferente a la dina´mica, que se
enfoca en estudiar los efectos de la gravedad sobre el espacio-tiempo.
El radio r = 2MG/c2 es el horizonte que separa los eventos que pueden ser observados a
grandes distancias de los que no. Un ca´lculo adecuado muestra que al aproximarse al radio
cr´ıtico la luz desde la superficie manifiesta un corrimiento al rojo que parece sin l´ımite, tal
que no puede ir mas all de lo visible, y en u´ltimas un observador no la podra´ ver. Aunque,
luego de una larga espera un observador inercial en el infinito que imagina como la luz lucha
contra la accio´n de la gravedad, capta como la luz moviendose a su velocidad usual per-
manece lejos de la estrella que a lo lejos y luego de una larga espera parece congelada.
En la familia de agujeros negros de Kerr-Newman, el comportamiento de la luz es ma´s
complicado, pero en general las caracter´ısticas son semejantes a las del agujero negro del
Schwarszchild. A pesar de que el interior del agujero negro es desconocido para cualquier
observador fuera de el, es posible suponer lo que ocurre dentro del agujero pues en cualquier
caso las leyes f´ısicas son invariantes. Asimismo definir una diferencia entre dos agujeros
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negros con la misma M,J y Q es pra´cticamente imposible, ya que no importa el material del
que est constituido en su estado final se ver igual. Los para´metros (M,J,Q) enunciados por
el teorema del “no pelo ”son observables desde el exterior y a una gran distancia de la estrella
y constituyen un macro-estado compuesto por una gran cantidad de micro-estados internos
(producidos durante el colapso); gradientes de temperatura, carga ele´ctrica, distribucio´n de
corriente y densidad de perturbacio´n la mantienen lejos de la simetr´ıa esfrica exacta. Si se
mide un patro´n alrededor de campo ele´ctrico para determinar su diferencia entre regiones
vecinas, el efecto de crecimiento de la curvatura del espacio-tiempo que distorsiona las l´ıneas
de fuerza correspondera a una distribucio´n de carga uniforme. Debido a la gran cantidad de
microestados se sugiere una alta entrop´ıa y en algn momento un ma´ximo de entrop´ıa que
llevar al EQUILIBRIO DE ESTADO FINAL del colapso gravitacional.
En un agujero negro la mayoria de la informacio´n f´ısica fue borrada. Debido a la gran
cantidad de microestados producidos la entrop´ıa no solo describe el nivel de desorden del
sistema sino que tambie´n su taman˜o, esto nos permitir mas adelante definir su relacio´n con
a termodina´mica. En el equilibrio se obtiene informacio´n sobre la carga y la temperatura al
final desaparece, asimismo la densidad de perturbaciones, la cantidad de bariones y leptones
se vuelven observables inmedibles en el exterior del agujero negro. El colapso de una estrella
es entonces un proceso irreversible en el cual se pierde casi toda la informacio´n. Debido
a las colisiones entre mole´culas es posible que la informacio´n macrosco´pica se pierda y no
pueda ser medida pues se redistribuye en todos los microestados posibles y en grados de
libertad irresolubles. Luego, si la informacio´n es destruida por el campo gravitacional, es
imposible acceder a la informacio´n sobre el agujero pues el horizonte de eventos impide que
podamos acercarnos a ella. En cualquier caso, la memoria observable del estado inicial esta´
completamente perdida. Sin embargo, hay un camino que sigue la entrop´ıa que nos lleva
hacia la informacio´n, la cual podemos medir a trave´s del taman˜o del agujero negro. Luego
entrop´ıa tiene una relacio´n directa con el taman˜o del sistema.
4.2.1. Las Cuatro Leyes de la Termodina´mica de Agujeros Negros
Un agujero negro puede tomarse como un sistema sobre el cual fluye energ´ıa constantemente
dentro y fuera de el y actu´a a su vez como intermediario para el intercambio de energ´ıa,
la ma´xima eficiencia de este proceso es cuando el a´rea del horizonte de eventos no cambia,
tanto el proceso de incremento de energ´ıa es irreversible tanto como el hecho de que el a´rea
de horizonte no puede decrecer. Esto cumple la mismas propiedades de la entrop´ıa de un
sistema termodina´mico [12]. Pero, presenta algunas fallas enunciadas a contiuacio´n.
• La temperatura del agujero negro desaparece, pues por definicio´n el agujero negro no
puede emitir nada.
• La entrop´ıa es adimensional, pero la longitud del a´rea de horizonte tiene unidades de
longitud al cuadrado. Esto se debe a que la entrop´ıa es un cuarto del a´rea de horizonte
divido en las longitud de Planck al cuadrado (~G/c3) (unidades naturales).
• El a´rea de todo agujero negro por separado no disminuye, solo s´ı la entrop´ıa total no
disminuye en termodina´mcia.
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La solucio´n a estas fallas es posible gracias a la teor´ıa cua´ntica. Un agujero negro tiene una
temperatura proporcional a a constante de Planck ~ y la entrop´ıa es 1/4 del rea horizonte
dividido por la longitud de Planck al cuadrado (~G/c3) y el a´rea puede decrecer va radiacio´n
de Hawking.
Al igual que la gravedad va aumentando a medida que un cuerpo se dirige hacia el colapso,
la luz no es capaz de escapar del l´ımite construido por el horizonte de eventos tal que este acta
como un tipo de asimetr´ıa de una superficie continua; cosas pueden caer dentro del agujero
y hacerlo ma´s grande pero, cosas no pueden salir de el y hacerlo mas pequen˜o, ana´logo
a la segunda ley de la termodina´mica en que la entrop´ıa del sistema no disminuye, luego
el taman˜o del agujero negro esta directamente relacionado con la entrop´ıa. Sin embargo,
esta es una relacio´n no trivial incluso en el caso mas sencillo de un agujero negro esfe´rico y
ele´ctricamente neutro (Schwarzschild). Para la solucio´n mas general en que el agujero negro
depende de J y Q, la superficie total de horizonte se expresa
A = 4pi
[
2M2 −Q2 + 2M2
(
1− Q
2
M2
− J
2
M4
)1/2]
. (4.16)
Con Q2 < M2 y J2 < M4, unidades de la constantes G y c igual a 1 cualquier cambio en
los valores de M,J,Q puede incrementar el rea de horizonte[13].
Como fue mostrado por Hawking en 1972 el a´rea de horizonte puede mantenerse igual o
crecer pero nunca disminuir su valor en cualquier proceso. Si se extrae masa y energ´ıa de
un agujero negro que se encuentra en rotacio´n, propulsando un cuerpo pequen˜o en la regio´n
justo fuera del horizonte de eventos, donde algunas de las trayectorias de las part´ıculas poseen
energ´ıa negativa (gravedad repulsiva) relativa al infinito. Un cuerpo explota en dos pedazos
uno de los cuales toma uno de esos caminos con energ´ıa negativa desapareciendo dentro del
agujero negro. El agujero ha perdido parte de su masa total M ; mientras que la energ´ıa
liberada expulsa hacia el infinito el otro fragmento de part´ıcula a una velocidad alt´ısima
(este mecanismo fue propuesto por Penrose en 1969). Cuando disminuye la masa del agujero
negro y hay transferencia de energ´ıa como acabamos de ver, el momento angular tambie´n se
ve afectado y por lo tanto J decrece, como concecuancia el a´rea calculada con la ec.(4.16)
aumenta a pesar de los cambios en M , pues con un ca´lculo cuidadoso los cambios de J siem-
pre superan los cambios de M , por consiguiente la segunda ley se salva de ser violada [13].
Considerando un proceso isoentro´pico la eficiencia ser ma´xima y el proceso reversible, pero
como sabemos un proceso con el 100% de eficiencia y completamente reversible es imposible .
Se dice entonces que la entrop´ıa y el a´rea de horizonte son ana´logos, luego se denomina
segunda ley en referencia al teorema del a´rea de Hawking el cual expresa
dA ≥ 0. (4.17)
De otro lado de la ec. 4.16 es posible obtener la expresio´n para la primera ley
dM = (8pi)−1κdA+ ΩdJ + φdQ. (4.18)
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Donde, Ω = ∂M/∂J corresponde a la velocidad angular, φ = ∂M/∂Q es el potencial
ele´ctrico y finalmente (8pi)−1κ = ∂M/∂A. Relacionada con la termodina´mica cla´sica que
conocemos A juega el papel de entrop´ıa, por lo tanto κ corresponde a la temperatura y se
muestra como u na constante alrededor del horizonte de eventos
TdS ∼ κdA. (4.19)
La ec. 4.18 es la expresio´n que representa los cambios del trabajo o la energ´ıa extra´ıda
debido a los cambios del momento angular ΩdJ y de carga ele´ctrica φdQ.
La ley cero donde el equilibrio te´rmico es posible cuando la temperatura es la misma para
todo el sistema tiene por analoga la cantidad κ conocida como gravedad superficial, definida
como la fuerza por unidad de masa que debe ser aplicada en el infinito, con el fin de mantener
las part´ıculas sobre la trayectoria del horizonte.
Para finalizar esta seccio´n enunciaremos la tercera ley. Si los J2 y Q2 toman valores muy
grandes de tal manera que
J4
M2
+
Q2
M2
= 1, (4.20)
la gravedad superficial κ desaparece al igual que lo que conocemos como rea A, que cor-
responder al cero absoluto de la temperatura. Un agujero negro con para´metros semejantes
a la ec. 4.20 es el caso l´ımite de la solucio´n de Kerr-Newman. Si el lado izquierdo de la
ecuacio´n es mucho mayor que 1 el horizonte desaparece y se tiene una singularidad desnuda
de tal manera que un observador en el universo exterior puede verla con facilidad. Sin em-
bargo, la censura co´smica nos dice que una singularidad desnuda no es posible a partir del
colapso gravitacional, por estar razo´n no es posible el cero absoluo o κ = 0 y por lo tanto
juega el rol de tercera ley.
En resumen podemos enunciar las leyes de la termodina´mica de los agujeros negros asi
[13]:
• Ley cero. En un agujero negro estacionario la gravedad superficial κ es constante.
• Primera ley. La diferencia entre los para´metros M,J,Q de dos agujeros negros infini-
tamente pro´ximos satisfacen la ec. 4.18.
• Segunda ley. En todo proceso el rea total de los horizontes, crece siempre hacia el
futuro como lo ı´ndica la ec. 4.19.
• Los agujeros negros con κ = 0 son innaccesibles f´ısicamente en un nu´mero finito de
pasos.
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4.3. Constante Cosmolo´gica
La constante cosmolo´gica [14] fue introducida en la teor´ıa de la relatividad general como
un factor de ajuste para mantener homoge´neas y esta´ticas las soluciones a las ecuaciones
de Einstein. Pero con el descubrimiento de la expansio´n del universo realizado por Hubble,
la constante cosmolo´gica dej de tener sentido. Sin embargo, en la actualidad la constante
cosmolo´gica tiene lugar en la f´ısica teo´rica pues esta se sugiere como medida de la densidad
de energ´ıa en el vac´ıo. Pero ¿Co´mo definimos esta energ´ıa de vac´ıo de manera adecuada?
Por un lado tenemos la meca´nica cua´ntica y en otro contexto la relatividad general. Mientras
la primera estudia todas las fuerzas y las part´ıculas, ignora la gravedad y mide diferencias
de energ´ıa pero no puede determinar la energ´ıa de vac´ıo. Asimismo, la relatividad general
no toma en cuenta ningu´n efecto cua´ntico y solo es capaz de obtener la energ´ıa de vac´ıo a
trae´vs de experimentos que midan la curvatura espacio-tiempo. Cualquiera puede decir que
se unifiquen las dos en lo que comunmente se llama gravedad cua´ntica, con el descubrimiento
del bosn de Higgs esto puede ser posible. Pero nuestro problema no radica ah´ı, au´n con los
resultados obtenidos por el CERN no ha sido posible resolver el hecho de que el concepto de
energa de vac´ıo cambia dependiendo de la perspectiva, cua´ntica o relativsta (RG) [25].
4.3.1. Introduccio´n de la Constante Cosmolo´gica en las Ecuaciones de
Campo de Einstein.
Las ecuaciones de Einstein en la teor´ıa de la relatividad general, estan propuestas inicialmente
para sistemas esta´ticos en los que la densidad de energ´ıa toma solamente valores positivos
tal como sucede con estrellas y gases comunmente. Sin embargo, en otro caso se propone
una solucio´n en la cual esta´ incluido un nuevo factor sobre las ecuaciones de campo [14]
Rµν − 1
2
Rgµν + Λgµν = 8piGTµν , (4.21)
donde Λ es un para´metro libre que conocemos como la constane cosmolo´gica. La suma de
la densidad de energ´ıa en el espacio vac´ıo es Λ y la presio´n es igual a −Λ dispuestas en el
tensor Tµν . Esta solucio´n se conoce como el universo esta´tico de Einstein.
La Energa de Vac´ıo.
A pesar de que inicialmente la constante cosmolo´gica fue incluida en las ecuaciones de campo
como un para´mentro para mantener esta´tico el universo e incluso despue´s del descubrim-
ientpo de Hubble, las constante cosmolo´gica no perdi sentido ya que los valores calculados
para ella son no nulos. La constante cosmolo´gica tiene por unidades (longitud)−2 desde la
perspectiva de la relatividad general cla´sica. En cuanto a los f´ısicos de part´ıculas la con-
stante cosmolo´gica es una medida de la densidad de energ´ıa en el vac´ıo (el estado mas bajo
de energ´ıa) que no podemos calcular con la suficiente confianza, pero cuyas contribuciones
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son dadas por la constante.
Considerese un campo escalar ψ con energ´ıa potencial V (ψ), la accio´n
S =
∫
d4x
√−g
(
1
2
gµν∂ρψ∂σψ
)
gµν − V (ψ)gµν , (4.22)
con g = determinante del tensor me´trico gµν . El tensor momento-energ´ıa se expresa como
Tµν =
1
2
∂µψ∂νψ +
1
2
(
gρσ∂ρψ∂σψ
)
gµν − V (ψ)gµν . (4.23)
La configuracio´n con densidad de energ´ıa ms baja es aquella en la cual no existe con-
tribucio´n de la energ´ıa cine´tica ni hay gradientes de energ´ıa, razo´n por la cual ∂µψ = 0 con
Tµν = −V (ψ0)gµν donde ψ0 es el valor del potencial cuando se minimiza V (ψ). Con estas
condiciones el tensor energ´ıa-momento queda
T vacµν = −ρvacgµν , (4.24)
donde el valor de ρvac puede estar determinado por V (ψ0) y se expresa como si hablaramos
de un fluido perfecto pvac = −ρvac. Siendo
ρvac = ρΛ ≡ Λ
8piG
. (4.25)
La ecuacio´n que acabamos de escribir relaciona la constante cosmolgica con la energ´ıa
de vac´ıo ya que el tensor energ´ıa-momento de la ec.(4.24) es equivalente a la constante
cosmolo´gica y se puede introducir como Λgµν en la ec.4.21, por lo tanto finalmente se tiene
S =
∫
d4x
√−q[R− 2Λ0]; R = escalar de Ricci. (4.26)
Esta es la accion covariante ma´s general construida sobre la me´trica tanto para sus primeras
y segundas derivadas y se convierte entonces en el punto de partida para una teor´ıa mas
completa de la gravedad. Sin embargo, las condiciones impuestas para llegar hasta aqu´ı solo
tiene importancia a nivel cla´sico y es necesario tener en cuenta los conceptos cua´nticos para
estudiar las contribuciones desde una energ´ıa cero asociada con variaciones en el vac´ıo.[14]
El problema de la constante cosmolo´gica
De un lado es posible medir la “densidad de energ´ıa de vac´ıo”por medio de observaciones
astrono´micas y basados en las medidas de la curvatura del espacio-tiempo, el valor obtenido
es muy cercano a CERO. Si lo comparamos con al densidad de masa es aproximado a
1× 10−26Kg/m3, y relacionado con la densidad de energ´ıa es 1× 10−9J/m3.
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Ahora bien, se puede hablar de un valor cercano a cero pero no conocer si este es posi-
tivo, cero o negativo. A trave´s de experimentos de la NASA como el Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe, la convergencia de la constante cosmolo´gica tiende a un valor positivo
igual a 7× 10−27Kg/m3, con densidad de energ´ıa positiva de 6× 10−10J/m3.
Se espera que la expansion del universo sea un proceso que debido a la accio´n de la
gravedad lo haga lentamente, pues esta acta atrayendo la materia ordinaria. Sin embargo,
se conoce que el universo se expande acelradamente. La pregunta a responder ahora es
¿Que´ puede estar acelerando la expansio´n del universo? De la relatividad general, si el
vac´ıo tiene densidad de energ´ıa tambie´n debe existir una presio´n la cual debe ser igual a
1 vez su densidad de energ´ıa con unidades de velocidad de la luz y constante gravitacional
iguales a 1. Para una densidad de energ´ıa con valor positivo la expansio´n del universo es
lenta, mientras que para una presio´n negativa la expansio´n de universo tiende a acelerarse
proporcionalmente a
−ρ− 3P. (4.27)
Donde ρ es la densidad de energ´ıa y P es la presio´n. El nu´mero 3 est relacionado con las
dimensiones del espacio.
Dado que para el vac´ıo la presio´n resultante es menos la densidad de energ´ıa P = −ρ,
la razn a la cual el universo se expande es proporcional a 2ρ. Luego si el vac´ıo tiene una
densidad de energa positiva la expansio´n del universo tiende a acelerarse. La energ´ıa de
vac´ıo es posiblemente la mejor explicacio´n y la relatividad general tendra que ser incorrecta
para que esto no funcione.
Ahora bien, calculemos la densidad de energa en el vac´ıo usando la meca´nica cua´ntica.
Cuando se halla el menor valor de energ´ıa posible para un oscilador armo´nico se obtiene una
respuesta mas adecuada con la meca´nica cua´ntica que con la meca´nica cla´sica. La diferenica
de energ´ıa es denominada “energ´ıa de punto-cero”. La energ´ıa del punto cero de un oscilador
armo´nico es h
2
f (donde h es la constante de Planck y f es la frecuencia). Para obtener la
densidad de energ´ıa de vac´ıo se suman todas las energ´ıas de punto-cero correspondientes a
todos los modos vibracionales de los campos cua´nticos. Los modos con longitudes de onda
corta, debido a sus altas frecuencias contribuyen ms a la energ´ıa de vac´ıo. Considerando el
espacio tiempo como un continuo, la suma de estas altas frecuencias traer como resultado
un valor de densidad de energa en el vac´ıo igual a INFINITO. Obviamente hay una incosis-
tencia y au´n s´ı el espacio tiempo no se tomara como un continuo y con longitudes de onda
mayores a la longitud el Planck (1035m), el valor de la densidad de energ´ıa en el vac´ıo sera
finito pero demasiado grande e incluso teniendo en cuenta que E = mc2, la densidad de
masa correspondera a 1 × 1096kg/m3, un valor extravagante. Sin embargo, el tratamiento
con modos vibracionales en un oscilador armo´nico es propio para teor´ıa de campo libre que
aunque convincente esta lejos la realidad f´ısicamente.
Sin embargo, llegamos a un gran problema pues el ca´lculo de la densidad de energ´ıa da un
resultado enorme y comparado con los datos experimentales existe una gran discrepancia. A
esto se le conoce comunmente como el “problema de la constante cosmolo´gica”. El valor de
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la constante en unidades de masa de Planck por longitud de Planck al cubo es aproximada-
mente 1× 10−123.
En cuanto a la teora cua´ntica, se ha ignorado la gravedad con la ventaja de adherir una con-
stante que no afecte la definicio´n de densidad de energ´ıa, ni las predicciones sobre cualquier
cosa que se pueda medir experimentalmente. Como hab´ıamos mencionado en meca´nica
cua´ntica solo se miden diferencias de energ´ıa y no la curvatura de espacio tiempo. Teniendo
en cuenta que en los ca´lculos que hemos mencionado los sistemas f´ısicos son pra´cticamente
ideales, as que deliberadamente se redefine el concepto de densidad de energ´ıa para restarle
el punto cero de energa, por lo cual el resultado nos lleva a un valor igual a cero, que cor-
responde a lo que ordinariamente resulta en la teor´ıa cua´ntica. Empero, ya definida una
constante para introducir de algu´n modo la densidad de energ´ıa en el vac´ıo en la teor´ıa
cua´ntica, tambie´n podr´ıamos asegurar de algu´n modo de esta energ´ıa de vac´ıo es solo una
invencio´n y no podemos asegurar que relamente es una densidad de energ´ıa, lo que implicara´
que su valor es indeterminado.
4.4. Radiacio´n de Hawking
La radiacio´n de Hawking [13, 15] es una prediccio´n que explica las propiedades te´rmicas rela-
cionadas a los agujeros negros y sugiere que estos podran tener una entrop´ıa bien definida y
el estudio de la termodina´mica de agujero negros incluyendo la emisio´n de energ´ıa. Hawking
estudio´ la radiacio´n de un cuerpo negro para un agujero negro, donde se generan fluctuaciones
en el vac´ıo debido a la produccio´n de part´ıculas-antipart´ıcula cerca al horizonte de eventos,
mientras una de las part´ıculas cae en el agujero negro la otra escapa antes de aniquilarse
con su opuesta, como consecuencia un observador distante puede ver el agujero negro. La
part´ıcula observada tiene energ´ıa positiva, la part´ıcula que se pierde en el agujero posee en-
erg´ıa negativa relativa al universo exterior y por este motivo el agujero negro pierde energ´ıa,
por lo tanto masa ya que E = mc2, esto es opuesto a las predicciones de Einstein y es un
efecto cua´ntico.
El estudio desarrollado por los f´ısicos teo´ricos lleva comprender que la existencia de
part´ıcula y antipart´ıcula dependen del observador lo cual va en contraposicio´n de teor´ıa
de la relatividad, esto se debe a que el nu´mero de part´ıculas es limitado tambie´n dependi-
endo del observador.
El horizonte de eventos desde la perspectiva cla´sica es solo una barrera espacial que separa
el agujero negro de su exeterior, sin embargo a nivel cua´ntico es distinto dada la incertidum-
bre y las fluctuaciones cua´nticas del vac´ıo, donde las part´ıcula-antipart´ıcula son creadas y
despue´s destruidas virtualmente en el vac´ıo.
En cuanto a la temperatura de un agujero negro, Hawking descubrio´ que esta no es cero
debido a la radiacio´n de part´ıculas, dicha temperatura es expresada como
34
4.4 Radiacio´n de Hawking
T =
κ
2pi
, (4.28)
donde G = c = ~ = K = 1, cuyo espectro es justamente el de un cuerpo negro perfecto
ya que radia todo tipo de part´ıculas perfectamente descrito por la distribucio´n de Planck.
Entonces la ec.(4.28) es la temperatura f´ısica del agujero negro. Hawking considera el
espacio tiempo cla´sico (M, gab) describiendo el colapso gravitacional del agujero negro de
Schwarszchild. Se considera un espacio-tiempo libre propagndose en un campo cua´ntico.
El fondo cua´ntico que inicialmente se encuentra en el vac´ıo antes de colapsar tiene calcu-
ladas la cantidad de part´ıculas en un tiempo posterior, de modo que la frecuencia de las
part´ıculas sea positiva tal que corresponda a los u´ltimos momentos propaga´dose hacia atra´s
en el tiempo y determinando frecuencias negativas y positivas en el pasado asinto´tico. El
nu´mero de part´ıculas corresponde a la emisio´n de un cuerpo negro perfecto de taman˜o finito
a la temperatura de Hawking.
El ca´lculo de la radiacio´n de Hawking se ha realizado sin tener en cuenta las ecuaciones
de campo gravitacionales y consider un espacio-tiempo arbitrario de un agujero negro arbi-
trario, donde su estado final es estacionario satisfaciendo la ley cero de la termodina´mica
de agujeros negros. Al final de cuentas se establece que el estado final de un agujero negro
corresponde a la radiacio´n de un cuerpo negro con temperatura de Hawking y si a esto agreg-
amos que el cuerpo se encuentra rotando, el espectro observado en el infinito corresponde a
un agujero negro rotando [13].
A pesar de las similitudes entre las leyes de la termodina´mica cla´sica y las leyes de la
termodina´mica de agujeros negros, no hay una completa relacio´n, pues si un agujero negro
se supone es negro su temperatura debe ser cero ya que se considera un sistema te´rmica y
meca´nicamente aistaldo. Esto contradice el hecho de pensar a la gravedad superficial κ como
una temperatura real y se puede ver en el caso sencillo del agujero negro de Schwarzschild
donde J = Q = 0. Obtenemos desde la ec.(4.16) que A = 16piM2 y
κ = 8pi
∂M
∂A
=
1
4M
; (4.29)
haciendo uso de la relacio´n dM = κdA = TdS tenemos que Energia = 2 ∗ Entropia ∗
Temperatura, en un agujero negro la energ´ıa M es finita, luego la temperatura igual a cero
implicara una entrop´ıa infinita, por lo tanto es necesario reescribir la masa como
M =
Aκ
4pi
. (4.30)
Ahora importante comprender como la entrop´ıa esta relacionada con la informacio´n para
acercarnos mas a la nocio´n de entrop´ıa de un agujero negro y bajo que condiciones puede
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volverse infinita. Si un sistema tiene un alto grado de desorden su entrop´ıa es alta, de lo con-
trario si el sistema es altamente ordenado su entrop´ıa ser baja, en ese caso se puede decir que
tiene gran cantidad de informacio´n. En otras palabras, cuando un sistema es desordenado
su entrop´ıa aumenta y por lo tanto este estado requiere menos informacio´n para dar una
descripcio´n del mismo. En el estado de equilibrio tenemos el mximo de entrop´ıa y el mı´nimo
contenido de informacio´n, tan solo un pequen˜o nu´mero de para´metros son necesarios. La
cantidad de informacio´n que puedo extraer del sistema, en este caso del agujero negro es
fundamental puesto que podemos conocer la entrop´ıa del agujero negro y la naturaleza de
su horizonte de eventos.
Para calcular la cantidad de informacio´n que se puede extraer de un agujero negro se
cuenta el nu´mero interno de grados de libertad, pero la cantidad de part´ıculas dentro de un
agujero negro de masa M puede ser ilimitada y como consecuencia su entrop´ıa tambie´n lo
sera´. Sin embargo, aplicando la meca´nica cua´ntica a la naturaleza de la materia la entrop´ıa
del agujero negro podra ser finita, puesto por la relacio´n entre la energ´ıa y la longitud de
onda E = h/λ, se establece que al menos la longitud de onda λ debe tener un taman˜o menor
al agujero negro si este contiene part´ıculas de energ´ıa E. To´mese λ ' 2M es decir el agujero
negro de Schwarzschild con G = c = 1 se tiene una part´ıcula de masa h/M con energ´ıa
mı´nima. Luego el nu´mero ma´ximo de part´ıculas dentro del agujero negro de masa M es
M2/h y su entrop´ıa se calcula como S = ςK(M2/h); donde K es la constante de Boltzman
y ς es un nu´mero de orden unitario que es necesatio calcularlo desde la teor´ıa cua´ntica de
agujeros negros y en cuanto al l´ımite cla´sico la entropa´a diverge cuando h −→ 0. Como
el a´rea es A = 16piM2 valor optenido de la segunda ley de la termodina´mica de agujeros
negros, podemos reescribir la entrop´ıa como
S = ςKA/16pih, (4.31)
donde como podemos ver la entrop´ıa es proporcional al a´rea y por u´ltimo dado que la
energ´ıa es 2 veces la entrop´ıa multiplicada por la temperatura, que se expresa para el agujero
negro de Schwarzschild
T =
h
2ςKM
, (4.32)
en el l´ımite cla´sico cuando h −→ 0 el agujero es completamente negro y la temperatura
es T = 0, de otro modo la temperatura debe ser calculada teniendo en cuenta la gravedad
superficial κ y por tanto se escribe
T =
2hκ
ςK
. (4.33)
Hablar de temperatura en un agujero negro es una cuestion bastante complicada pues esto
supone que el agujero se encuentra en equilibrio te´rmico (teniendo en cuenta la ley cero de la
termodina´mica) con un bao de calor a su alrededor pero como sabemos el calor o la radiacio´n
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puede fluir en el agujero negro mas no salir de e´l. Entonces el concepto de temperatura para
un agujero negro debe estar asociado con el equilibrio te´rmico de la radiacio´n y la longitud
de onda asocianda a esta es λ0 ' h/KT , retomando el valor de la temperatura obtenemos
asumiendo ς ' 1 que
λ0 ' 2M = radio de un agujero negro. (4.34)
Lo importante aqui es notar que el agujero negro es una fuente de radiacio´n y no es fr´ıo
ni negro, la radiacio´n emitida por el agujero negro puede ser comprendida y tratada desde
un tratamiendo cua´ntico [13].
4.4.1. Breve Introduccio´n a los Agujeros Negros Cua´nticos
De la ec. 4.32 y del ca´lculo de la temperatura obtenido por Hawking [13, 16]
T =
~κ
2piK
, (4.35)
es posible hallar la radiacio´n te´rmica emitida y adema´s obtener el valor de ς = 8pi2. A
pesar de que es un poco complicado abordar los ca´lculos obtenidos por Hawking debido a
las implicaciones cunticas, una mejor comprensin del tema es posible estudiando el ejemplo
de la radiacio´n emitida desde un espejo en movimiento [13, 16].
El estudio de la f´ısica moderna logro dar una explicacio´n a la naturaleza de la luz con la
cuantizacio´n de la energ´ıa, los cambios de estado cua´nticos y con esto a emisio´n y absorsio´n
de fotones, resumido como una perturbacio´n del vaco debido a una fuente de campo electro-
magne´tico. Sin embargo, comprender la aparicio´n de fotones o cualquier otra part´ıcula en
el vac´ıo sin la presencia de ningn campo, es una concepcio´n mucho mas dif´ıcil de asimilar.
Entonces mientras existe una fuente o un campo cualquiera en el vaco se pueden explicar
cambios en los modos de vibracio´n de algunas part´ıculas, en otro casos donde no hay fuentes
podemos estudiar los cambios en la geometr´ıa y un ejemplo claro de esto es una estrella que
muere para convertirse en un agujero negro.
Dado que un agujero negro radia con una temperatura equivalente a la calculada por
Hawking 4.35, podemos calcular la luminosidad total del agujero negro como [17]:
L = −dM
dt
=
1
2pi
∞∑
l=0
(2l + 1)
∫ infty
0
dωω
Γωl
e2ωpiκ−1 − 1 , (4.36)
donde ω es la frecuencia de oscilacio´n de las ondas de radiacio´n emitidas y Γωl es denom-
inado “factor de cuerpo gris ” pues codifica el espectro del agujero negro ya que algunas
part´ıculas son retrodispersadas dentro el agujero negro a causa de la curvatura del espacio-
tiempo. En el caso particular del agujero negro de Schwarzschild
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TBH =
~
8piGKM
≈ 6.02× 10−8M
M
K, (4.37)
donde la gravedad superficial es κ = 1
4GM
. Por supuesto el valor de la temperatura para
un agujero negro de una masa solar es despreciable, pues la radiacio´n absorbida es mucho
mayor que los 3K de radiacio´n de fondo de microondas que este emite.
4.5. Cosmologa de Sitter
El espacio de Sitter [15] es especial porque mantiene una conexio´n con las observaciones cos-
molo´gicas. El modelo cosmolo´gico mas aceptado es el MODELO ESTADAR, que involucra
el espacio de Sitter pues el universo temprano fue sometido a un poca de inflacio´n ra´pida,
ahora el espacio de Sitter parece ser le mejor candidato par describir el estado final del
universo. La historia del universo puede ser vista desde la poca de Sitter donde la energ´ıa
de vaco muy grande imitada por una constante cosmolgica positiva. Durante un tiempo la
geometr´ıa del universo fue de Sitter hasta que la energ´ıa de vaco comenzo a decrecer, en que
la constante cosmolo´gica tiene un valor muy pequeo pero no cero. El espacio de Sitter es
la solucio´n a las ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmolo´gica positiva que
exige ma´xima simetr´ıa. Un espacio de Sitter de 4 − dimensiones puede ser definido por la
aplicacio´n en un espacio plano de Minkowski de (4 + 1) − dimensiones, que corresponde a
una hiperboloide dada por
4∑
i=1
(χi)2 − (χ0)2 = R2. (4.38)
El radio de curvatura R esta relacionado con la constante cosmolo´gica as
R2 =
3
Gλ
. (4.39)
Asimismo la entrop´ıa ma´xima calculada es
S =
4piR2
4G
. (4.40)
4.6. Espacio anti de Sitter (AdS)
El espacio anti-de Sitter [17] es una solucio´n maximalmente sime´trica de las ecuaciones de
Einstein con constante cosmolo´gica, que ciertamente no es atractiva pero se puede considerar
como un comportamiento de la gravedad a grandes distancias. El espacio anti-de Sitter se
puede definir convenientemente como una superficie cuadra´tica en un espacio-tiempo plano
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de (n+1)−dimensiones con signatura (n−1, 2). Debido a que todas las formas cuadra´ticas
pueden ser diagonalizadas sobre los reales, se satisface
(χ1)2 + (χ2)2 + · · ·+ (χn+1)2 = R2. (4.41)
El espacio anti-de Sitter permite acercarnos a una mejor compresio´n de la constante cos-
molo´gica, pues en este caso las superficies como de espacio estan abiertos y los sistemas
poseen una rica estructura debido a la presencia de una simetr´ıa asinto´tica en el como es-
pacio infinito. Dado que el espacio anti-de Sitter es la mejor solucio´n de la materia libre a
las ecuaciones de Einstein porque posee la mayor cantidad de simetras, la geometr´ıa toma a
Λ = 0 para un espacio de Minkowski.
El significado de la aproximacio´n asinto´tica de la geometr´ıa anti-de Sitter puede ser ex-
plicado brevemente en cuatro condiciones debe cumplir. Primero, la condicio´n asinto´tica
debe ser invariante bajo la accio´n del grupo anti-de Sitter como de otra transformacio´n
sime´trica. Segundo, las transformaciones sime´tricas deben tener bien definidas los gener-
adores cano´nicos. Tercero, las condiciones l´ımite deben incluir las soluciones asinto´ticas
anti-de Sitter de intere´s f´ısico tales como la me´trica de Kerr AdS o Kerr-Newman AdS. Por
u´ltimo las condiciones lmite deben ser preferiblemente expresadas en te´rminos de las com-
ponentes de la me´trica espacio-temporal.
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Geometrotermodina´mica
5.1. Formulacio´n de la Geometrotermodina´mica (GTD)
Para comenzar a trabajar sobre geometrotermodina´mica [4, 18] el primer paso es definir
una estructura de contacto en un espacio de (2n + 1) − dimensiones, haciendo uso de los
conceptos de 1− forma y estructura de contacto del primer capitulo. Las coordenadas que
se van a utilizar esta´n determinadas por el conjunto ZA = (φ,Ea, Ia) donde φ es el potencial
termodina´mico, Ea son las variables extensivas e Ia corresponde a las variables intensivas
con A = 0, ..., 2n y a = 1, ..., n, de tal manera que Z0 = φ,Ea = Za y Ia = Zn+a.
Introducimos la 1 − forma de Gibbs ΘG usando el conjunto de coordenadas ZA para
una variedad de contacto τ , donde el par (τ,ΘG) es la estructura de contacto que satisface
ΘG
∧
(dΘG)
n 6= 0. Se introduce entonces el espacio de estado de equilibrio termodina´mico ε
en n− dimensiones. Una aplicacio´n
φ : ε −→ τ,
entre estos dos estados termodina´micos se define como
ϕ : (Ea) −→ (φ,Ea, Ib), (5.1)
con φ = φ(Ea).
Luego τ se considera un “estado auxiliar”que describe la geometr´ıa de cualquier sistema
termodina´mico con un conjunto de coordenadas definido, y ε un espacio de fase de equilibrio
termodina´mico sobre el cual se estudian las transiciones de fase.
La aplicacio´n ϕ : ε −→ τ debe satisfacer
ϕ∗(ΘG) = ϕ∗(dφ− δαβIa, dEb) = 0, (5.2)
estableciendo las condiciones de equilibrio termodina´mico, i.e. la primera y segunda ley
de la termodina´mica
dφ− δabIadEb = 0, (5.3)
∂φ
∂Ea
= δabI
b. (5.4)
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Distinguir un sistema termodina´mico en el espacio de estado de equilibrio es posible con
la ec.(1.1) y haciendo uso de la relacio´n φ = φ(Ea), se introduce la tercera ley de la ter-
modina´mica en este contexto
∂2φ
∂Ea∂Eb
≥ 0. (5.5)
Donde el potencial debe cumplir con la identidad de Euler y la relacio´n de Gibbs-Duhem
2.2.
5.2. Identidad de Euler y la Relacio´n de Gibbs-Duhem
Un sistema termodina´mico es homoge´neo cuando las variables intensivas del sistema no
varian si e´ste aumenta o disminuye su taman˜o [20]
φ(λEa) = λβφEa. (5.6)
Se define el conjunto de variables
U(λS, λV, λN, λX) = λU(S, V,N,X), (5.7)
donde U es la energ´ıa interna, V es el volumen, N el nu´mero de part´ıculas, X son las dems
variables extensivas del sistema termodina´mico y λ es una constane con valor al unidad.
La energ´ıa interna en terminos de las variables intensivas y extensivas tiene la forma
(
∂U
∂S
)
V,N,X
S +
(
∂U
∂V
)
S,N,X
V +
(
∂U
∂N
)
V,S,X
N +
(
∂U
∂X
)
V,N,S
X = U.
Ahora U = TS−PV −µN +xX (donde P = presio´n, T = temperatura y x son las dema´s
variables intensivas que pueda tener el sistema), el diferencial dU relaciona los cambios de
las variables intensivas
SdT − V dP −Ndµ−Xdx = 0,
y en general se puedes expresar
(1− β)δabIadEb + δabEadIb = 0. (5.8)
Esto significa que la suma de todas las variables independientes es cero, mas no implica
que cada una de ellas tenga valor nulo (sea independiente del sistema o su diferencial valga
cero). La ec.(5.8) es llamada relacio´n de Gibbs-Duhem. En resumen las variables intensivas
no deben dependen del taman˜o del sistema.
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5.3. Transformada de Legendre
Sea y = f(x) una funcio´n convexa, f ′′(x) > 0. La transformada de Legendre de la funcio´n
f s una nueva funcio´n g de una nueva variable p, la cual esta contruida como se muestra en
la figura [?], la gra´fica de f en el plano x, y. Sea p un nu´mero cualquiera. Considerese la
l´ınea recta y = px. Tomando el punto x = x(p) en el cual la curva esta mas lejos de la lnea
recta en la direccio´n vertical: para cada p la funcio´n px − f(x) = F (p, x) tiene un ma´ximo
con respecto a x en el punto x(p). Entonces g(p) = F (p, x(p)) queda definido.
Figure 5.1.: Transformada de Legendre
El punto x(p) esta definido por la condicio´n ∂F
∂x
= 0 i.e., f ′(x) = p. Ya que f es convexa,
el punto x(p) es nico [3].
Para obtener una estructura invariante de τ se hace uso de la transformada de Legendre
(ec.(5.9)), la cual implica entre otras cosas que las propiedades termodina´micas del sistema
no dependen del potencial escogido para poder describirlo.
5.3.1. Transformada Total de Legendre
La transformada total de Legendre {ZA} −→ {Z˜A} se expresa
GAB −→ G˜AB = ∂Z
C
∂Z˜A
∂ZD
∂Z˜B
GCD. (5.9)
La u´nica condicio´n para garantizar que la transformada de Legendre se mantenga invari-
ante, es que las coordenadas mantengan su dependencia funcional despue´s de ser transfor-
madas. Si se mantienen los valores de A y B se garantiza que tanto G como g son invariantes
de Legendre. Por otro lado, G la me´trica termodina´mica asociada a τ induce una me´trica g
en espacio de estado de equilibrio termodina´mico ε e igualmente g induce una me´trica en τ
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en un proceso inverso.
5.3.2. La transformada parcial de Legendre
La transformada parcial de Legendre [3, 4, 18]se define como
{ZA} −→ {Z˜A} = {φ˜, E˜a, I˜a}. (5.10)
Este tipo de transformada no afecta la estructura del tratamiento, aunque en realidad
lo que se espera es utilizar una transformada total de Legendre para inducir la me´trica,
mientras que una transformada parcial nos permite pasar de un potencial termodina´mico a
otro.
5.4. Condiciones que debe Cumplir la me´trica invariante
de Legendre.
Para el espacio de fase τ se asocia una me´trica G definida sobre una estructura riemanniana
la cual es denominada me´trica termodina´mica, que debe cumplir con:
• G debe ser invariante ante una transformacio´n o sea que no afecte la estructura de
contacto τ , en particular debe ser invariante ante una transformada de Legendre. Por
lo tanto las propiedades del sistema no dependen del potencial termodina´mico escogido.
• G debe inducir en el estado de equilibrio ε una me´trica g a trave´s de:
ϕ ∗ (G) = g. (5.11)
La cual relaciona la geometr´ıa de τ con la geometra de ε a travs de una estructura de
contacto [4].
Los desarrollos realizados por Weinhold y Ruppeiner apuntan hacia me´tricas que tienen
como objeto estudiar transiciones de fase en un estado de equilibrio ε. Se definen
me´trica de Weinhold :
gw =
∂2M
∂Ea∂Eb
dEadEb,
donde M es la masa y juega el papel de potencial termodina´mico. De otro lado se tiene
la me´trica de Ruppeiner en la que cambiamos la masa por la entrop´ıa S
gR =
(
∂S
∂M
)−1
∂2S
∂Ea∂Eb
dEadEb.
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Cuando se realiza la transformada de Legendre para estas me´tricas se ha encontrado no son
invariantes de Legendre, debido a que dependen del potencial utilizado; esto hace necesaria
la formulacio´n de una me´trica invariante de Legendre. Dicha estructura se define [18]
G = Θ2G + (δabE
aIb)(δcddE
adId), (5.12)
en el que ΘG es al 1− forma de Gibbs.
De este modo la me´trica inducida en el espacio de fase de equilibrio termodina´mico ε es
[8]
g =
(
Ea
∂φ
∂Ea
)(
∂2φ
∂Ea∂Eb
dEadEb
)
. (5.13)
Este tipo de me´trica permite en cada caso encontrar puntos cr´ıticos de transiciones de fase
y puede ser una medida adecuada de interaccio´n termodina´mica de un sistema cualquiera.
Se ha desarrollado este tratamiento con el gas de Van der Waals, sistemas con dos grados
de libertad y geometr´ıas de Reissner-Nrodstro¨m, Kerr, la me´trica de Fisher-Rao y un ana´lisis
con la me´trica general que incluye un estudio de el campo gravitatorio de Kerr-Newman[4,
18, 22]. Todos estos trabajos han generado interesates resultados dado que la curvatura se
entiende como una medida de interaccio´n, tal como sucede en el caso del gas de Van der
Waals, cuya principal caracter´ıstica es la ausenca de interaccio´n termodina´mica entre las
part´ıculas del gas y cualquier generalizacio´n del gas ideal tiene curvatura R = 0; luego la
GTD es una buena aproximacio´n. El gas de Van der Waals no es el u´nico resultado positivo,
el agujero negro de Reissner-Nordstro¨m presenta dos singularidades en la curvatura que
representan los puntos cr´ıticos, luego la GTD describe adecuadamente su comportamiento.
Sin embargo, la misma suerte no se ha corrido con el agujero negro de Kerr [29].
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6. Geometrotermodina´mica del Agujero
Negro de Kerr con Constante
Cosmolo´gica
La solucio´n a las ecuaciones de Einstenin que describe un objeto colapsado de geometr´ıa
no esfe´rica, momento angular diferente de cero esta descrito por la solucio´n estacionaria y
axialmente sime´trica de Kerr, que esta determinado entonces por la masa y el momento
angular. La me´trica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist
ds2 = −
(
1− 2Mr
Σ
)
dt2 − 4Mrasen
2θ
Σ
dtdφ+
Σ
∆
dr2 + ΣdΘ2 +
Asen2θ
Σ
dφ2, (6.1)
donde
Σ ≡ r2 + a2cos2θ ∆ ≡ r2 − 2Mr + a2,
A ≡ (r2 + a2)2 − a2∆sen2θ.
Ahora la ecuacio´n general que representa la solucio´n de Kerr-AdS es
ds2 = −∆r
ρ2
(
dt− asen
2θ
Ξ
dφ
)2
+
∆thetasen
2θ
ρ2
(
adt− r
2 + a2
Ξ
dφ
)
+ ρ2
(
dr2
∆r
+
dθ2
∆θ
)
, (6.2)
donde
∆r = (r
2 + a2)
(
1− Λr
2
3
− 2mr
)
∆θ = 1 +
Λa2
3
cos2θ,
ρ2 = r2 + a2cos2θ Ξ = 1 +
Λa2
3
.
De la fo´rmula se Smarr [13, 24] se obtiene la expresio´n de la masa para el agujero negro
de Kerr-AdS
M2 = J2
(
pi
S
− Λ
3
)
+
S3
4pi3
(
pi
S
− Λ
3
)2
, (6.3)
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correspondiente a la ecuacio´n fundamental de la termodina´mica y en la cual el para´mentro
M depende de las variables extensivas entrop´ıa S, momento angular J y la constante cos-
molo´gica Λ es decir que M = M(S, J,Λ). Luego el conjunto de variables extensivas esta
dado por Ea = {S, J,Λ} y el conjunto de varibles intensivas son la temperatura T , la
velocidad angular Ω y la variable conjugada generalizada del parmentro Λ en otras pal-
abras Ia = {T,Ω,Ψ}. Por lo tanto se conforma un espacio de fase termodina´mico τ de
7− dimensiones por el conjunto de variables ZA = {M,S, J,Λ, T,Ω,Ψ}. La 1− forma que
genera la estructura de contacto τ es
ΘG = dM − TdS − ΩdJ −ΨdΛ. (6.4)
Ahora nuesta me´trica invariante determinada a partir de la ec.(5.12)
G = (dM − TdS − ΩdJ −ΨdΛ)2 + (ST + ΩJ + ΨΛ)(−dSdT + dJdΩ + dΛdΨ), (6.5)
de la ec. (6.5) hallamos el determinante con el fin de inducir la me´trica correspondiente al
espacio de estado de equilibrio termodina´mico y establecer las singularidades para el agujero
negro de Kerr.
El determinante de la me´trica invariente G esta dado por
G =
∣∣∣∣∣∣∣∣
−MSS 0 0
0 MJJ MJΛ
0 MJΛ MΛΛ
∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Para obtener la me´trica inducida en el espacio de estado de equilibrio termodina´mico ε se
realiza la aplicacio´n
ϕ : {S, J,Λ} 7→ {M(S, J,Λ), S, J,Λ, T (S, J,Λ),Ω(S, J,Λ),Ψ(S, J,Λ)}, (6.6)
siguiendo con la condicio´n ϕ∗(ΘG) = 0, podemos calcular las condiciones de equilibrio
termodina´mico, la primera y la segunda ley de la terodina´mica.
La temperatura de Hawking
T =
∂M
∂S
∣∣∣∣
J,Λ
=
S2
8pi3M
(
pi
S
− Λ
)(
pi
S
− Λ
3
)
− piJ
2
2MS2
, (6.7)
la velocidad angular
Ω =
∂M
∂J
=
J
M
(
pi
S
− Λ
3
)
, (6.8)
y la variable conjugada del la constante cosmolgica Λ
Ψ =
∂M
∂Λ
=
−J2
6M
− S
3
12pi3M
, (6.9)
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La variable conjugada de Λ es ana´loga al volumen pues la constante cosmolo´gica se com-
porta como una presio´n, luego el producto entre ΨΛ tiene dimensiones de energ´ıa y se com-
porta de manera semejante a lo que en termodina´mica nos referimos a V dP en la primera ley.
El conjunto de variables termodina´micas Za sugieren la masa como la entalp´ıa del sistema
que representa la energ´ıa total del sistema.
La entalp´ıa en termodina´mica es la energ´ıa mı´nima con la que cuenta el sistema y se
asocia a un proceso reversible en el cual TdS se interpreta como el calor intercambiado por
el sistema a presio´n constante.
De otro lado la me´trica inducida g esta dada por
g =
(
SMS + JMJ + ΛMΛ
)
−MSS 0 0
0 MJJ MJΛ
0 MJΛ MΛΛ
 ,
y finalmene el determinante de g es
det|g| = MSS(M2JΛ −MJJMΛΛ)(SMS + JMJ + ΛMΛ). (6.10)
Entonces, siendo M la entalp´ıa del agujero negro a partir de ella es posible encontrar la
expresio´n para la energa interna aplicando una transformada de Legendre se tiene
Φ = Φ˜− E˜3I˜3
E3 = I˜3
I3 = E˜3,
Debido a que H = U + PV donde U es la energ´ıa interna y en este caso PV equivalen a
ΛΨ se tiene que
M = U + ΛΨ (6.11)
luego
U = M −ΨΛ. (6.12)
Entonces la 1− forma de Gibbs
Θ = dΦ˜− δabI˜adE˜b = dU − TdS − ΩdJ − ΛdΨ. (6.13)
Finalmente la me´trica invariante en te´rmicos de la energ´ıa interna
G = (dU − TdS − ΩdJ + ΛdΨ)2 + (ST + ΩJ + ΨΛ)(−dSdT + dJdΩ + dΛdΨ). (6.14)
y ahora la me´trica inducida en el espacio de estado de equilibrio termodina´mico ε
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g =
(
SUS + JUJ + ΛUΨ
)
−USS 0 0
0 UJJ UJΨ
0 UJΛ UΨΨ
 ,
y su correspondiente determinante
|g| = USS(U2JΨ − UJJUΨΨ)(SUS + JUJ + ΨUΨ). (6.15)
Figure 6.1.: Capacidad calor´ıfica de un agujero negro de Kerr-AdS. Se presenta transicio´n
de fase de segundo orden. C vs. S Izq: Λ = −1, J = −1 entre (−50, 50). Der:
C vs. J Λ = −1 y S = 1 entre (−2, 2).
Analicemos ahora las posibles transiciones de fase y el escalar de curvatura. La capaci-
dad calor´ıfica calculada en [20] comparada con el denominador del escalar de curvatura R,
correspondiente al determiante de g en el espacio de estado de equilibrio termodina´mico
ε. Se muestra claramente la proporcionalidad con el te´rmino MSS de la ec.(6.10), la cual
coincide con la divergencia encontrada en la capacidad calor´ıfica de [20], dado MSS = 0 y s´ı
el numerador de R no anula los ceros del denominador, tenemos una transicio´n de fase. De
igual manera, el determinante de g para el potencial termodina´mico de la energ´ıa interna U
tiene gran similitud con la entalp´ıa, pues si el valor de USS = 0 y el escalar de curvatura
no anula ningu´n te´rmino del denominador calculado por |g|, aseguramos nuevamene la tran-
sicio´n de fase y corroboramos una de las condiciones que debe cumplir la me´trica invariante
simultaneamente.
En la fig.(6.1) se observa que al graficar la capacidad calor´ıfica respecto de la entrop´ıa
S, se presentan dos transiciones de fase de segundo orden para un valor negativo y otro
positivo de la entrop´ıa alrededor de S = −5 y S = 5. En cuanto al escalar de curvatura
en funcio´n de la entrop´ıa se presentan transiciones de segundo orden, lo cual coincide con
el resultado encontrado con la capacidad calor´ıfica. Del mismo modo, la gra´fica correspon-
diente a la capacidad calor´ıfica respecto del momento angular J se observa una transicio´n
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Figure 6.2.: Escalar de curvatura de un agujero negro de Kerr-AdS. Se presenta transicio´n
de fase de segundo orden. R vs. J con Λ = −1 y S = 1. Izq. (−9, 9) y Der
(−2, 2)
Figure 6.3.: Escalar de curvatura de un agujero negro de Kerr-AdS. Se presenta transicio´n
de fase de segundo orden. C vs. S, con Λ = −1, J = −1 entre (−9, 9).
de fase de segundo orden alrededor del punto cero de J , cuando observamos el compor-
tamiendo de escalar de curvatura se presenta una discontinuidad alrededor del cero de J la
cual no es visible a gran escala, y a su vez se puede observar un par de puntos sobre la gra´fica
en los que hay cambios abruptos correspondientes a una transicio´n de fase de segundo orden.
En el siguiente capitulo, realizaremos el mismo procedimiento aplicado a el agujero negro
de Kerr con el fin de hallar las transiciones de fase en el agujero negro de Kerr-Newman.
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7. Geometrotermodina´mica del Agujero
Negro de Kerr-Newman Anti de Sitter
En este capitulo se aplica el formalismo de la geometrotermodina´mica [18] para el agujero ne-
gro de Kerr-Newman se espera calcular el escalar de curvatura y encontrar las divergencias
correspondientes a la solucio´n de las ecuaciones de Einstein para este agujero negro con-
siderando la constante cosmolo´gica como una variable termodina´mica en concordancia con
la GTD. Estos resultados se comparara´n con los ca´lculos de la capacidad calor´ıfica, con el fin
de encontrar algn tipo de relacio´n entre las caracter´ısticas geome´tricas del espacio por medio
del escalar de curvatura y las transiciones de fase que se puedan obtener de la capacidad
calor´ıfica. Luego el principal objetivo de la geometrotermodina´mica relacionar la geometr´ıa
con la termodina´mica de un sistema f´ısico, se aplica a un agujero negro de Kerr-Newman
como ha sido aplicado a otros casos mas simples.
La accio´n de Einstein con constante cosmolo´gica Λ se expresa [19]
A = 1
16pi
∫
d4x
√−g(R− 2Λ), (7.1)
y la solucio´n general para un agujero negro de Kerr-Newman AdS en coordenadas de
Boyer-Lindquist
ds2 = − 1
Σ
[
∆r −∆θa2sen2θ
]
dt2 +
Σ
∆r
dr2 +
1
ΣΞ2
[
∆θ(r
2 + a2)2
−∆ra2sen2θ
]
sen2θdφ2 − 2a
ΣΞ
[
∆θ(r
2 + a2)−∆r]sen2θdtdφ,
(7.2)
donde
Σ = r2 + a2cos2θ, Ξ = 1 +
1
3
Λa2, (7.3)
∆θ = 1 +
1
3
Λa2cos2θ,
∆r = (r
2 + a2)(1− 1
3
Λr2)− 2Mr +Q2, (7.4)
y por supuesto Λ corresponde a la constante cosmolo´gica que en este caso tomar valores
negativos y tiene unidades de longitud l−2. El horizonte [10] se obtiene a partir de la me´trica
de la ec. 7.2 as [20]
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∆r = (r
2 + a2)(1− 1
3
Λr2)− 2Mr +Q2
= −1
3
Λ
[
r4 −
(
3
Λ
− a2
)
r2 + 6Mr
Λ
− 3
Λ
(a2 +Q2)
= −1
3
Λ(r − r++)(r − r−−)(r − r+)(r − r−) = 0.
(7.5)
Si ∆r = 0 tiene cuantro raices de las cuales los valores r++ y r−− son un par de ra´ıces de
complejos conjugados, r+ y r− son dos ra´ıces reales positivas y se supone que r+ > r−; por
esta razo´n r = r+ es el horizonte de eventos.
La masa M y el momentum angular J a partir de las integrales de Komar en el espacio
AdS se escriben [21]
M =
m
Ξ2
, J =
am
Ξ2
. (7.6)
Asi mismo las cargas pueden ser calculadas como
Qe =
qe
Ξ
, (7.7)
donde m2 = la(1 + a/l)4 y q2e = la(1 + a/l)
2. El potencial ele´trico medido desde el infinito
con respecto al horizonte es
Φ =
qer+
r2+ + a
2
. (7.8)
La fo´rmula de Smarr para el agujero negro de Kerr-Newman AdS
M2 =
A
16pi
+
pi
A(4J
2 +Q4) +
Q2
2
+
J2
l2
+
A
8pil2
(
Q2 +
A
4pi
+
A
32pi2l2
)
, (7.9)
en el l´ımite cuando l −→∞ la ecuacio´n toma la forma usual que conocemos de la fo´rmula
de Smarr para una solucio´n asinto´ticamente plana de la solucio´n de Kerr-Newman. Del
mismo modo, la entrop´ıa es
S =
A
4
, (7.10)
y en la fo´rmula de Smarr con constante cosmolo´gica queda [21]
M2 =
S
4pi
+
pi
4S
(4J2 +Q4) +
Q2
2
+
J2
l2
+
S
2pil2
(
Q2 +
S
pi
+
S2
2pi2l2
)
. (7.11)
De la primera ley de la termodina´mica es posible calcular cantidades como la temperatura
T , la velocidad angular ω, el potencial ele´ctrico Φ, la fuerza generalizada Ψ, que corresponden
a las variables conjugadas de la entrop´ıa S, el momento angular J , la carga ele´ctrica Q y la
constante cosmolo´gica Λ [19, 20].
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La temperatura
T =
1
8piM
(
1− pi
2
S2
(
4J2 +Q2
)
+ 2Λ
(
Q2 +
2S
pi
)
+
3S2Λ2
pi2
)
(7.12)
la velocidad angular
Ω =
piJ
MS
+
JΛ
M
, (7.13)
el potencial ele´ctrico
Φ =
piQ
2MS
(
Q2 +
S
pi
+
S2Λ
pi2
)
, (7.14)
la variable conjugada de Λ es
Ψ =
J2
2M
+
Q2S
4piM
+
S3Λ
4pi3M
. (7.15)
Ahora definimos la estructura me´trica sobre el espacio de estado de equlibrio termodina´mico
ε como
g =
(
SMS + JMJ + ΦMΦ + ΛMΛ
)

−MSS 0 0 0
0 MJJ MJQ MJΛ
0 MJQ MQQ MQΛ
0 MΛJ MΛQ MΛΛ
 .
Calculando el determinante de g se tiene
|g| = −MSS

MJJ MJQ MJΛ
MQJ MQQ MQΛ
MΛJ MΛQ MΛΛ
 .
No´tese que las derivadas cruzadas MSJ ,MSQ,MSΛ no aparecen, esto es debido a la me´trica
que se ha escogido [26]. Luego,
det[g] = −MSS
(
MJJMQQMΛΛ −MJJM2QJ −MQQM2JΛ
)
. (7.16)
La condicio´n de invarianza sobre la me´trica G nos ha llevado a obtener el escalar de
curvatura, de hecho dado que R contiene el determinante de g en el denominador, e´ste es
suficiente para conocer los cero del escalar y establecer una o varias de las transiciones que
se puedan presentar. Por eso solamente hemos calcualdo |g| [26].
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Ahora calculamos la capacidad calor´ıfica, esta funcio´n de respuesta nos permite conocer
en termodina´mica las transiciones de fase de un sistema y esta dada por
C = T
∂S
∂T
=
MS
MSS
. (7.17)
Luego la capacidad calor´ıfica es
C = − MS
MSS
=
1− pi2
S2
(4J2 +Q2) + 2Λ
(
Q2 + 2S
pi
)
+ 3S
2Λ
pi2
pi
(
4piJ2
S3
+ piQ
4
S3
+ 2Λ
pi
+ 3SΛ
2
pi4
) . (7.18)
De la ec.(7.16) se puede observar una transicio´n de fase inmediata cuando MSS = 0;
adema´s dado que los te´rminos dentro del pare´ntesis tienen signos diferentes, podemos en-
contrar transiciones de fase a partir de las derivadas cruzadas. Del ca´lculo de la capacidad
calor´ıfica se observa facilmente que MSS = 0 (ya que C = MS/MSS) ocurre la transicio´n de
fase coincidiendo con lo obtenido en la ec.(7.16) como es posible ver en las fig.(7.1) y (7.2)
en donde se tiene la capacidad calorfica C vs. la entrop´ıa S y se presenta una transicio´n de
fase de Erhenfest de primer orden en la cual se presentan discontinuidades en la variables
extensivas espec´ıficas alrededor de S = 0 clasificada como transicio´n de primer orden.
Figure 7.1.: Capacidad calor´ıfica de un agujero negro de Kerr-Newman AdS. Se presenta
transicio´n de fase de Ehrenfest. Izquierda: Λ = J = Q = −1 y T = 0, 001 entre
(−10, 10). Derecha: Λ = J = Q = −1 y T = 0, 001 entre (−5, 5).
Comparando el escalar de curvatura del agujero negro de Kerr-Newman AdS con la ca-
pacidad calor´ıfica cuando S var´ıa, es de notar que se presentan transiciones de fase pero con
la diferencia en el caso de R son de segundo orden. Luego, a pesar de que el escalar de
curvatura refleja transiciones de fase no muestra las mismas observadas en las gra´ficas de la
capacidad calor´ıfica.
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Figure 7.2.: Capacidad calor´ıfica de un agujero negro de Kerr-Newman AdS. Se presenta
transicio´n de fase de Ehrenfest de primer orden. Izquierda: Λ = −1, J = Q = 1
y T = −0, 001 entre (−10, 10). Derecha: Λ = −1, J = Q = 1 y T = −0, 001
entre (−5, 5).
Figure 7.3.: Escalar de curvatura de un agujero negro de Kerr-Newman AdS. Se presenta
transicio´n de fase de Ehrenfest de primer orden. Izquierda: Λ = −1, J = Q = −1
entre (−10, 10) y Derecha entre (−3.8, 5.8).
En la fig.(7.4) se tiene Cvs.J , la transicio´n que se observa es de segundo orden aunque las
derivadas de las variables extensivas espec´ıficas son continuas y se puede observar alrededor
del J = 0. Al variar el signo de la temperatura cambia la direccio´n del punto en que se
encuentra el cambio de fase.
Debido a que el escalar de curvatura es el que nos permite medir las interacciones ter-
modina´micas de el agujero negro de Kerr-Newman AdS y muestra las transiciones de fase
que a su vez son calculadas con la capacidad calor´ıfica, e´sta pudo ser graficada cuando la
temperatura se coloco´ explicitamente en la expresio´n (7.18), lo que de algu´n modo implica
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Figure 7.4.: Capacidad calor´ıfica de un agujero negro de Kerr-Newman AdS. Se presenta
transicio´n de fase tipo lambda de segundo orden. Izquierda: Λ = T = −1 Y
S = Q = 1 entre (−5, 5). Derecha: Λ = −1 Y T = S = Q = 1 entre (−5, 5).
Figure 7.5.: Escalar de curvatura de un agujero negro de Kerr-Newman AdS. Se presenta
transicio´n de fase tipo lambda de segundo orden. Izquierda: Λ = −1 Y S =
Q = −0.1 entre (−10, 10) y derecha entre (−0.10, 0.10).
que la informacio´n se esconde tras algunos te´rminos. Es interesante ver como la con la
capacidad calor´ıfica se pueden obtener transiciones de fase en las cuales no se presentan
divergencias o transiciones que tiendan a infinito tal como se observa en la fig.(7.4) por tal
razo´n es probable que al calcular el escalar de curvatura no encontremos singularidades ni
divergencias como se puede observar en la fig(7.5) que muestra el comportamiendo del es-
calar de curvatura en funcio´n del momento angular J , esto sugiere la posibilidad de usar
otros escalares de curvatura para poder hallar dichas transiciones que no se muestran en R.
Como vemos es posible describir la termodina´mica del agujero negro de Kerr-Newman
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AdS, otros agujeros negros y diferentes sistemas termodina´micos por medio del computo del
escalar de curvatura y compararlo con los resultados conocidos de la capacidad calor´ıfica
[31, 32, 33].
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Conclusiones
La formulacio´n de la geometrotermodina´mica fue construida a partir del lenguanje de la
geometr´ıa diferencial y aplicada tanto a sistemas termodina´micos cla´sicos [4] como a los
agujeros negros para calcular las posibles transiciones de fase que puedan ocurrir. Sigu-
iendo el procedimiento y aplicando la formulacio´n de la GTD para un agujero negro de
Kerr-AdS para el cual se obtuvo la me´trica invariante de Legendre. Con el ca´lculo de la
capacidad calor´ıfica que nos permite hallar las transiciones de fase comparada con los resul-
tados obtenidos para el escalar de curvatura R, se evidenciaron transiciones de fase cuando
la representcio´n de la me´trica se dio en te´rmicos de la entalp´ıa, pues es posible que con otro
tipo de potenciales se oculte informacio´n que nos permite hallar dichas trancisiones, esto
probablemente se debe al tipo de me´trica escogida.
En el caso mas sencillo en la aplicacio´n de la GTD de un agujero negro de Schwarzschild-
AdS considerando la constante cosmolo´gica como variable termodina´mica. En este caso la
masa del agujero negro es interpretada como la entalp´ıa total y con las me´tricas escogidas
no describen transiciones de fase [35], pues el escalar de curvatura no diverge, lo cual esta de
acuerdo con la geometr´ıa asinto´tica de Schwarzschild. Es interesante observar que en el caso
del agujero negro de Kerr AdS con la constante cosmolo´gica como variable termodina´mica
Λ, se puede interpretar la expresio´n de la masa total del agujero negro como la entalp´ıa total
del sistema. El escalar de curvatura R de Kerr AdS diverge exctamente donde ocurre la
transicio´n de fase de segundo orden, sin embargo la constante cosmolo´gica no genera transi-
ciones nuevas al ser considerada como variable termodina´mica.
De otro lado al considerar el agujero negro de Kerr-Newman AdS con la constante cos-
molo´gica como variable termodina´mica y calcular la capacidad calor´ıfica a partir de las
derivadas parciales de la masa respecto a la entrop´ıa, se tienen puntos cr´ıticos cuando
MSS = 0 como se puede ver en la fig.(??) en la cual aparecen puntos cr´ıticos alrededor
de J = 0 cuando se grafica la capacidad calor´ıfica en funcio´n del momento angular; del
mismo modo se observan puntos cr´ıticos en los valores de S = 0 cuando se grafica la ca-
pacidad calor´ıfica en funcio´n de la entrop´ıa. Para MSS 6= 0 existen puntos de estabilidad e
inestabilidad de la capacidad calor´ıfica cuando la entrop´ıa toma valores S = −2, 5 y S = 2, 5.
El ca´lculo de el escalar de curvatura ec.7.16 evidencia transiciones de fase cuando el de-
nominador del determinante de la me´trica inducida g sea MSS = 0 y e´ste no se anule con
los te´rminos de el numerador; o de otro modo teniendo en cuenta los te´rminos cuadra´ticos
y los signos de los valores dentro del pare´ntesis, es posible obtener transiciones de fase de
segundo orden.
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En algunos casos el escalar de curvatura muestra un comportamiento similar al calculado
con la capacidad calor´ıfica como se puede notar en las fig. (7.4) y (7.5), lo cual es un resul-
tado positivo para la GTD, como en el caso de R y C en funcio´n de la entrop´ıa para Kerr
AdS y estas mismas cantidades respecto al momento angular para Kerr-Newman AdS. Sin
embargo, en otros casos algunas transiciones que se presentan en la capacidad calor´ıfica no
coinciden en el tipo de transicio´n de fase del escalar de curvatura, lo cual implica que si bien
el R posee informacio´n acerca de las transiciones de fase de sistemas termodina´micos, puede
estar mostrando otras transiciones de fase que con C no son visibles, podr´ıan tener relacio´n
con otras funciones de respuesta [23].
La constante cosmolo´gica como variable termodina´mica no arroja resultados diferentes a
los esperados, pues como se ha mencionado tanto con el ca´lculo de la capacidad calor´ıfica
como con el escalar de curvatura es posible observar tansiciones de fase, la clave en todos
estos casos es proponer una me´trica adecuada que cumpla con las condiciones de invarianza
de Legendre y que induzca una me´trica en el espacio de estado de equilibrio termodina´mico.
Otro aspecto importante es, que dado que los sistemas termodina´micos pueden der descritos
trave´s de representaciones como la entrop´ıa, la masa o algu´n potencial termodina´mico (en-
talp´ıa, energ´ıa libre de Gibbs, energ´ıa libre de Helmholtz, entre otros), es necesario reconocer
cual de estos puede dar informacio´n ma´s completa sobre el sistema y encontrar mas facil-
mente las transiciones de fase o los puntos de inflexio´n. Tambie´n es fundamental distinguir o
ahondar sobre el tipo de sistema termodina´mico que se esta´ tratando, el potencial adecuado
que lo describe y sus variables asociadas [27, 28].
Podemos notar que en ninguno de los casos: Schwarzschild AdS, Kerr AdS y Kerr-Newman
AdS la constante cosmolo´gica Λ como variable termodina´mica incluye ninguna transicio´n de
fase nueva en cualquiera de los sistemas ya mencionados [19, 34, 35].
Queda la motivacio´n de poder avanzar ma´s alla´ de realizar apliciones y ca´lculos con la ge-
ometrotermodina´mica, poder explorar mayores opciones de ca´lculo para obtener otro tipo de
resultados que logren describir un sistema termodina´mico por completo. Todo esto encami-
nado a encontrar una mayor comprensio´n de esta ciencia y estructurarla de una manera mas
formal, calculando funciones de particio´n [30], realizando un anlisis a nivel de la meca´nica
estad´ıstica, introduciendo este modelo incluso en la economı´a y por que no hallar una ex-
presio´n adecuada con la cual no sea necesario general diferentes me´tricas para cada uno de
los sistemas termodina´micos, sino que de algu´n modo las leyes de la termodina´mica se vean
reflejadas y sea posible expresarlas en te´rmicos de una ecuacio´n general.
La termodina´mica es una ciencia misteriosa que se mueve entre lo cla´sico y lo cua´ntico,
que puede ser llevada en el l´ımite hacia la meca´nica estad´ıstica que es mucho ma´s formal en
el sentido matema´tico. Sin embargo, la termodina´mica tiene inherete a ella la complejidad
de la f´ısica que au´n no ha sido comprendida por completo y que la geometrotermodina´mica
busca entender en gran medida.
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A. Breve Introduccio´n a la
Temodina´mica
La termodina´mica se puede considersar como una ciencia general ya que se aplica a todos
los procesos en los que intervienen temperatura y calor, como ocurre en la termodina´mica
del equilibrio que estudia sistemas f´ısicos cuyas propiedades macroscpicas dependen de los
cambios en su temperatura [22]
Algunos conceptos ba´sicos utilizados usualmente en termodina´mica y sus definiciones se
dara´n a continuacio´n.
Sistema Termodina´mico.
Puede definirse como aquella parte del universo que queremos estudiar. Un sistema in-
tercciona con su entorno de dos formas: la primera es a trave´s del trabajo y la segunda por
interaccio´n te´rmica; las interacciones se miden en te´rminos de trabajo o calor. Si el sistema
se expande, este hace trabajo sobre el entorno y si sucede lo contrario, es decir si el entorno
hace trabajo sobre el sistema hay un proceso de compresio´nn [22].
Existen varios tipos de sistemas:
• Sistema aislado.Es un sistema cuyas propiedades no son afectadas por lo que susceda
en su entorno.
• Sistema cerrado. Es aquel en el que la masa total del sistema permanece constante.
• Sistema abierto En este caso ni masa del sistema y su energa permanecen constantes.
Fronteras. Para estudiar las interacciones del sistema es necesario considerar lmites o
fronteras que permitan caracterizar el tipo de interaccin que se deben definir para cuando
estas son de tipo trmico o se manifiestan en forma de trabajo.
Tipos de paredes que limitan el sistema.
• Pared diate´rmica o r´ıgida. Son paredes en las que es imposible hacer trabajo, sin
embargo esta puede permitir intercambio de calor.
• Paredes adiaba´ticas. No permiten intercambio te´rmico. Permite transferencia de tra-
bajo pero no intercambio de calor.
• Pared impermeable. Es aquella que no permite el intercambio de part´ıculas.
59
A Breve Introduccio´n a la Temodina´mica
• Paredes permeables. Permite intercambio de part´ıculas.
Tipos de Interacciones Termodina´micas
El estado del sistema permite especificar de forma detallada sus propiedades en un tiempo
determinado, para lo cual es necesario identificar dos modos de interaccio´n:
• Interacciones te´rmicas. Es la interaccio´n entre dos sistemas los cuales entran en con-
tacto a trave´s de una pared diate´rmica, esta interaccio´n se expresan a trave´s de la
temperatura T .
• Interacciones no te´rmicas. Es la interaccio´n entre dos sistemas la cual puede ser de
tipo magne´tico, ele´ctrico, meca´nico, gravitacional, entre otros.
Variables Termodina´micas
• Variables intensivas. Son cantidades locales que no se pueden manejar aditivamente
(por ejemplo, la temperatura, campo ele´ctrico, campo magne´tico, presio´n. Son canti-
dades independientes del taman˜o del sistema.)
• Variables extensivas Son cantidades globales que son aditivas (por ejemplo: el volu-
men, la masa, la entrop´ıa). Las variables extensivas son proporcionales al taman˜o del
sistema.
El Estado de un Sistema Termodinmico
Para establecer un estado termodina´mico. Son necesarias un conjunto de variables ter-
modina´micas independientes, de tal modo que a cada interaccio´n le corresponda una variable:
Estado termodinmico = (T, a1, a2, ...an) := (T, a)
Donde T es la temperatura y an es la variable independiente que representa el n-e´simo
modo de interaccio´n; g es el nu´mero total de modos no te´rmicos. Las variables a =
(a1, a2, ...ag) son las coordenadas generalizadas [26].
Espacio de estados y funciones ba´sicas de estado.
La descripcin de un sistema termodinmico se puede realizar asociando a l, un espacio de
fase termodinmco (EFT), en el espacio euclidiano donde cada punto coordenado por (T, a)
es la representacin de un estado termodinmico.
Equilibrio termodina´mico.
Cuando el entorno de un sistema sufre una variacio´n (ya sea por interacciones te´rmicas
o de trabajo), generalmente el sistema se ve afectado y despue´s de un tiempo el sistema
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alcanza un estado en el cual no hay interaccio´n alguna, de tal manera que se puede decir
que se ha llegado a un estado de equilibrio termodina´mico. La condicio´n principal para la
existencia de equilibrio termodina´mico de un sistema es que la energ´ıa gastada durante un
proceso sea mı´nima. La energ´ıa disponible da una medida de la ma´xima cantidad de trabajo
que el sistema puede entregar. Estas condiciones restringen el uso de la energ´ıa a cuatro
casos, para un sistema que an sufriendo pequeos cambios en un proceso reversible desde el
estado de equilibrio.
• Caso 1. Sistema te´rmicamente aislado e iscorico (volumen constante.)
• Caso 2. Sistemas iso´baros (presio´n constante) y termicamente aislados
• Sistema no asilado termicamente e iscoro
• Sistema iso´baro y no aislado termicamente
Potenciales termodina´micos.
Los estados de equilibrio termodinmico se pueden expresar a travs de cuatro expresiones
importantes que son:
• Energ´ıa interna: es el potencial termodina´mico asociado a un proceso reversible para
un sistema aislado cerrado con S,X, {Nj} fijos, luego U = TS − XY +
∑
j µjNj. El
cambio en la energ´ıa interna corresponde a la ma´xima cantidad de trabajo que puede
dar o recibir el sistema.
• Entalp´ıa: estudia un sistema aislado te´rmicamente pero meca´nicamente acoplado con
el resto del mundo, por lo tanto hay intercambio de part´ıculas en un proceso reversible.
La entalp´ıa H = U − XY = ST +∑j µjNj corresponde a un proceso reversible con
X, Y,Nj fijos. El cambio de {S,X,Nj} −→ {S, Y,Nj} es posible a trave´s de la trans-
formada de Legendre.
• Energ´ıa libre de Helmholtz es usado para sistemas cerrados y acoplados te´rmicamente
con el resto del universo, pero meca´nicamente aislado, es decir que las variables S,X,Nj
permanecen fijas tal que por medio de la transformada de Legendre {S,X,Nj} −→
{T,X,Nj} tal que el potencial de Helmholtz esta dado por F = U − ST = XY +∑
j µjNj para un proceso reversible.
• Le ener´ıga libre de Gibbs mantiene constantes {T, Y,Nj} durante un proceso reversible
en un sistema meca´nica y te´rmicamente acoplados al resto del universo la transformada
de Legendre {S,X,Nj} ←→ {T, Y,Nj}, entonces la energ´ıa libre de Gibbs se expresa
U − ST −∑j Njµj = XY .
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Transiciones de Fase.
Fase. Se define como un sistema homogeneo que tiene l´ımites definidos. Cuando una
sustancia es f´ısica y qu´ımicamente homogenea se dice que tiene una unica fase, los esta-
dos so´lido, l´ıquido y gaseoso se consideran cada uno como una fase. La fase tiene asociada
cantidades de temperatura, presio´n, potencial qu´ımico, cantidades que pueden ser medi-
das, variables intesivas que se mantienen constantes y que definen el estado de un sistema.
Fluctuaciones constantes pueden ocurrir, un recipiente con agua no cambiara de fase si yo
aumento o disminuyo su volumen, pero si bajo la temperatura hasta que el agua se congele,
el efecto observabe de este feno´meno advierte sobre un cambio de fase.
Capacidad calor´ıfica. Es el calor necesario para elevar un grado la temperatura; el
aumento de la temperatura determinado por el incremento de desorden del sistema. Se
expresa como
Cp =
dQ
dT
= T
(
dS
dT
)
De otro lado, la capacidad calor´ıfica y su derivada muestran la existencia de una transicio´n
de fase, cuando hay un cambio abrupto de la capacidad calor´ıfica. Dicha capacidad tambie´n
puede ser estudiada desde la perspectiva estad´ıstica en la cual la entrop´ıa juega un papel
fundamental, pues la disminucio´n del grado de desorden del sistema rompe con su equilibrio
generando una transicio´n de fase.
La entrop´ıa A groso modo se puede decir que es el grado de desorden de un sistema. En
termodina´mica representa una variable de estado mientras que desde la perspectiva de la
meca´nica estad´ıstica es la cantidad de energ´ıa almacenada en e´l.
Las ecuaciones de estado termodina´micas pueden sufrir discontinuidades, dichas discon-
tinuidades se manifiestan fisicamente como transiciones de fase. El estudio de las transiciones
de fase es muy importante pricipalemnte a nivel pra´ctico, por que permite conocer la utilidad
de un material a cierta temperatura; en el camino a seguir para el estudio de co´mo ocurren
las transiciones de fase es necesario un enfoque microsco´pico, es decir desde la meca´nica es-
tad´ıstica, sin embargo, la termodina´mica provee las herramientas para dejarlo de lado y dar
una explicacio´n suficiente a nivel macrosco´pico. Son los campos los que producen trabajo
y al generar un potencial rompen con el equilibrio provocando un proceso en el cual la hay
transiciones de fase.
Un diagrama p − T es un diagrama de fase. En los digramas de fase se utilizan las
variables intesivas temperatura T y presio´n p, puesto que ofrecen un contacto te´rmico y
meca´nico apropiado, adema´s son cantidades fa´ciles de usar y especifican de manera sencilla
el volumen en un sistema, entre otras cantidades. Un ejemplo de diagrama de fase se puede
ver a continuacio´n:
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Figure A.1.: Diagrama de Fase para un Modelo Simple.
De este diagrama se pueden interpretar varias cosas. Primero las l´ıneas continuas separan
las fases de los materiales, a temperaturas altas una material se puede convertir en l´ıquido o
so´lido y es posible que en un mismo sistema convivan dos fases diferentes o como en el caso
del punto triple. del agua convivan tres fases.
El punto cr´ıtico. Otro aspecto importante del estudio de los diagramas de fase es el punto
cr´ıtico. En la gra´fica se puede ver el camino desde el punto tripe hasta el punto cr´ıtico,
cuando la temperatura se encuentra en ese intervalo, un incremento en la presio´n podra
causar una transicio´n de fase entre dos estados, el cambio de una fase a la otra es continuo
y por lo tanto no se puede identificar. El punto cr´ıtico existe para aquellas fases tales que
la diferencia entre ellas posee un cara´cter cuantitativo.
Variaciones en primer orden y segundo orden. Una sola fase es funcio´n de la temperatura
y la presio´n, esta se puede ser representada como una superficie tridimensional g (donde
g(T, p)) y en la que hay coexistencia de fases. Cada superficie esta caracterizada por algunos
valores de T, p y G(funcio´n de Gibbs) y muestra los valores que debe tomar en determinada
fase. Si se considera una sustancia simple sobre la cual pueden existir los tres estados: so´lido,
l´ıquido y gaseoso, entonces existen tres superficies g que al cortar por parejas generan tres
l´ıneas que representan el equilibrio entre fases. Al intersectar las tres superficies se hallar
un punto en el cual existen las tres fases (el punto triple), al mover este punto infinitesimal-
mentese puede pasar a cualquiera de esos estados, y si se mueve infinitesimalmete uno de los
planos se vuelve al caso de corte entre parejas de superficies.
Las transiciones de fase pueden ser varios tipos que se distinguen segu´n la continuidad de
las derivadas del potencial de Gibbs,
• Transiciones de primera especie o de primer orden. Se presentan cuando hay cambios
de estado discontinuos y los estados correspondiendes a cada fase se hallan separados
en el espacio de configuraciones. Se caracterizan por una discontinuidad en la repre-
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A Breve Introduccio´n a la Temodina´mica
Figure A.2.: Comportamiento de la funcio´n de Gibbs y de las dos primeras derivadas en transi-
ciones de priemro y segundo orden.
sentacio´n de las variables extensivas espec´ıficas en funcio´n de alguna variable intensiva,
en este caso es necesario aportar energ´ıa al sistema para poder pasar de una fase a
otra.
• Transiciones de segundo orden o tipo lamnda. Se presentan cuando los cambios de
estado son continuos, es decir no hay energ´ıa de cambio de fase. Sin embargo sus
segundas derivadas son de orden superior, sus derivadas divergen en el cambio de fase.
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B. Ca´lculos
En este ape´ndice mostrarmos los ca´lculos realizados para obtener la primera ley de la ter-
modina´mica y el determinante de la me´trica de un agujero negro de Kerr-Newmann AdS.
El programa utilizado para realizar estos ca´lculos fue Maple 15, los ca´lculos del escalar de
curvatura tanto de Kerr y Kerr-Newman con constante cosmolo´gica no se inlcuyen en el
texto debindo a su gran extensio´n.
Ca´lculos de las condiciones de equilibrio y las variables intensivas M , Ω, Φ y Ψ
De la expresan para la masa
M2 =
A
16pi
+
pi
A(4J
2 +Q4) +
Q2
2
+
J2
l2
+
A
8pil2
(
Q2 +
A
4pi
+
A
32pi2l2
)
, (B.1)
T =
∂M
∂S
∣∣∣∣
JQΛ
=
1
8piM
(
1− pi
2
S2
(
4J2 +Q2
)
+ 2Λ
(
Q2 +
2S
pi
)
+
3S2Λ2
pi2
)
(B.2)
la velocidad angular
Ω =
∂M
∂J
∣∣∣∣
SQΛ
=
piJ
MS
+
JΛ
M
, (B.3)
el potencial ele´ctrico
Φ =
∂M
∂Q
∣∣∣∣
SJΛ
=
piQ
2MS
(
Q2 +
S
pi
+
S2Λ
pi2
)
(B.4)
la variable conjugada de Λ es
Ψ =
∂M
∂Λ
∣∣∣∣
SJQ
=
J2
2M
+
Q2S
4piM
+
S3Λ
4pi3M
(B.5)
El determinante de g
det[g] = −MSS
(
MJJMQQMΛΛ −MJJM2QJ −MQQM2JΛ
)
. (B.6)
Donde
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B Ca´lculos
∂M
∂S
= MS =
1
8piM
(
1− pi2
S2
(4J2 +Q2) + 2Λ
(
Q2 + 2S
pi
+ 3S
2Λ2
pi2
))
∂M2
∂2S
= MSS =
piJ2
MS3
+ piQ
4
4MS3
+ Λ
2piM
+ 3SΛ
2
4pi3M
,
∂M
∂J
= MJ =
piJ
SM
(
1 + ΛS
pi
)
∂M2
∂2J
= MJJ =
1
M
(
pi
S
+ Λ
)
,
∂M
∂Q
= MQ =
piQ
2MS
(
3Q2pi
2SM
+ 1
2M
+ SΛ
2piM
)
∂M2
∂2Q
= MQQ =
1
2M
(
3piQ2
S
+ SΛ
pi
+ 1
)
,
∂M
∂Λ
= MΛ =
J2
2M
+ Q
2S
4piM
+ S
3Λ
4pi3M
∂M2
∂2Λ
= MΛΛ =
S3
4pi3M
,
∂M2
∂Q∂J
= MQJ = 0,
∂M2
∂J∂Λ
= MQΛ =
J
M
.
(B.7)
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